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Некоторые обозначения 


ВВЕДЕНИЕ 


Дифференциальные уравнения, для которых можно написать 
точное решение, встречаются достаточно редко. Для отыскания 
решения чаще всего применяются либо численные, либо асимпто- 
тические методы. Во многих теоретических и прикладных вопросах 
именно возможность получить асимптотическое решение позво- 
ляет провести наиболее полный анализ задачи. Поэтому едва ли, 
есть необходимость подробно объяснять важность асимптотических 
методсв. 

Конечно, изложить в одной книге даже основные асимптотиче- 
ские методы, используемые в уравнениях математической физики, . 
абсолютно невозможно. Такую цель автор и не преследовал. 
В книге рассматривается круг вопросов, связанных с получением 
высокочастотных и низкочастотных асимптотических разложений 
решений линейных стационарных и нестационарных задач, а так- 
же с исследованием поведения решений стационарных задач на 
бесконечности и нестационарных — при неограниченном возраста- 
нии времени. 

Книга написана по материалам специальных курсов, которые 
автор в течение ряда лет читал для студентов и аспирантов меха- 
нико-математического факультета МГУ. Основой первой половины 
книги (главы I—V) являются лекции для аспирантов-механиков; 
программа этих лекций была составлена с учетом рекомендаций 
и пожеланий кафедр отделения механики. Указанные главы со- 
держат классический материал, который по своей законченности A 
большому числу физических приложений давно заслуживает 
включения в университетские курсы уравнений математической 
физики. Эта часть умышленно написана весьма подробно с тем, 
чтобы она могла служить учебным пособием для студентов 
физико-математических специальностей и была доступна лицам, 
имеющим втузовское математическое образование. 

Вторая половина книги посвящена близким к рассматриваю- 
щимся в первых главах, но более специальным вопросам. В основ- 
ном она написана по материалам исследований автора. Эта часть 
книги рассчитана на более подготовленного читателя, и потому 
изложение здесь ведется в более сжатом виде. 

Поскольку почти перед каждой главой книги имеется неболь- 
шое введение и в конце глав — литературные замечания и допол- 
нения, то здесь мы ограничимся только весьма кратким описа- 
нием содержания. В первой главе дано обоснование метода ста- 
ционарной фазы. Вторая глава посвящена методу ВКБ для обык- 
новенных дифференциальных уравнений в его простей!лем ва- 
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рианте, а именно при отсутствии точек поворота. В качестве при- 
ложений получены коротковолновая асимптотика матрицы рассея- 
ния (в одномерном случае), асимптотика собственных значений 
и собственных функций задачи Штурма — Лиувилля, коротко- 
волновая асимптотика решений неоднородной задачи Штурма — 
Лиувилля. Глава Ш содержит метод решения уравнений в част- 
ных производных первого порядка, и в том числе уравнения Га- 
мильтона — Якоби ($ 1—4). Поскольку подобные уравнения воз- 
никают при отыскании действия в квантово-механических зада- 
чах, фазы — в задачах распространения волн и т. д., то изложен- 
ные в этих параграфах результаты бывают совершенно необходи- 
мы при решении очень многих теоретических и прикладных задач. 
В конце главы дается метод нахождения характеристических по- 
верхностей для линейных уравнений в частных производных высо- 
кого порядка. 

Четвертая глава посвящена описанию распространения разры- 
вов решений задачи Коши для уравнений и систем любого поряд- 
ка, а также построению формальных асимптотических решений 
тех же задач с быстро осциллирующими начальными данными. 
Указанные задачи решаются в некоторой достаточно малой окрест- 
ности поверхности, на которой задаются начальные данные. Метод 
канонического оператора В. П. Маслова, позволяющий найти ре- 
шение этих задач на любом компакте, излагается в пятой главе 
на двух простых примерах. В последнем параграфе главы коротко 
указан способ построения канонического оператора для более 
общих уравнений и систем. 

Главы VI—XI образуют второй концентр Книги. Хотя в главах 
VI—X обсуждаются вопросы, родственные тем, которые рассмат- 
ривались в предыдущих главах, но формально главы VI—X не 
связаны с первой половиной книги (кроме ссылок на результаты 
из $ 5 главы Г). Глава XI существенно опирается на все преды- 
дущие. 

В главе VI дается обзор важнейших результатов теории эл- 
липтических задач в ограниченной области. В главе УП изучают- 
ся эллиптические и гипоэллиптические уравнения и системы с по- 
стоянными коэффициентами в А”. Найдены условия на бесконеч- 
ности типа условий излучения, обеспечивающие однозначную раз- 
решимость этих уравнений. Дано обоснование принципа предель- 


_HOTO поглощения, позволяющего получать решения, выделяемые 


условиями излучения, предельным переходом из решений близких 
уравнений, однозначно разрешимых в пространстве [2(К”). В гла- 
Be VIII эти результаты переносятся на внешние задачи для эллип- 
тических уравнений и систем с достаточно быстро стабилизирую- 
щимися на бесконечности коэффициентами. 

В главах IX, Х рассматриваются внешние эллиптические за- 
дачи, получающиеся из смешанных задач для гиперболических 
систем заменой оператора дифференцирования {0/0 на спектраль- 
ный параметр А. Изучены аналитические (по параметру &) свойст- 
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ва решений и, в частности, исследован вопрос о возможности ана- 
литического продолжения решений через непрерывный слектр за- 
дачи. Получена коротковолновая (|Rek|—>co) и длиннозолновая 
(—0) асимптотика решений. С помощью этих результатов полу- 
чено асимптотическое разложение при |х|< 6 < со и {00 реше- 
ний внешних смешанных нестационарных задач с нулем в правой 
части уравнений и в граничных условиях и с начальными данны- 
ми, имеющими компактный носитель. Из этого разложения, в част- 
ности, видно, какая часть энергии начального возмущения остается 
при too в ограниченной области и какая — уходит Ha бесконеч- 
ность. Исследовано поведение при too решений внешних неста- 
ционарных задач с периодической по Ё правой частью, изучен 
вопрос о справедливости принципа предельной амплитуды. Отме- 
THM, что полученные в главах IX, Х результаты покрызают все 
приложения к уравнениям математической физики, вытекающие из 
теории рассеяния Лакса — Филлипса. 

В последней главе содержится вывод  квазиклассической 
асимптотики решения задачи о рассеянии плоских волн на неодно- 
родностях среды и квазиклассическая асимптотика амплитуды рас- 
сеяния. 

Автор выражает благодарность Ю. Н. Протасу и М. Я. Спири- 
донову, прочитавшим книгу в рукописи и сделавшим ряд весьма 
полезных замечаний. 


Глава 1 
МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ 


$ 1. Об асимптотических 
разложениях 


Пусть хеК!, и комплекснозначные функции [, g определены 
в некоторой окрестности точки хе=К*. Напомним, что формула 
f(x) =O(g(x)) при х—хо означает существование такой окрестнос- 
ти U точки Xo и такой константы С, что &(х)==0 при xeUNx и 
lf (x) |<С15(х)| при xeUNx. Аналогично формула [(х)= 
=0(g(x)) при хх ознёчает, что #(х)5-0 при хеИ\м и 
f(x)g-(x)+0 при х—ж. В этих определениях допустимо, чтобы 
Хо= оо. 

Определение. Последовательность функций {pn}, опреде- 
ленных в некоторой окрестности точки хо, называется асимптоти- 
ческой при х—хо, если при всех п и х—хо справедливо соотношение 


| Фа (x) =0(|@n(x) |). 


Примеры. 1) 9, (x) =x", x +0; 
2) n(x) = x7", x00, где Anti > Ani 
3) 9. (Я = etx", х-н оо, где Angi > Ane 


Обычно почленное интегрирование асимптотических последо- 
вательностей дает асимптотические последовательности. 

Задача. Проверьте, что если последовательность функций 
{Ф„} асимптотическая при XX, функции Qn вещественны, не- 
прерывны и интегрируемы в некоторой окрестности И точки хо, то 

x 


последовательность функций {f фи (6) a} асимптотическая при 
Xo 


X—>Xo. 
При почленном дифференцировании асимптотических последо- 
вательностей может получиться неасимптотическая последова- 
тельность. Пример. фи (х) =х” (2+ с0$ х—2”), х—0. 
co 


Определение. Формальный ряд у Qn называется асимп- 
n=0 

тотическим разложением (или асимптотикой) функции f при 

Х—х, если последовательность {Pn} асимптотическая при х—2% и 
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для любого N<oo 


N 
19 —У + =O Ons (9), хх. 
n=0 


- 
Обозначается это так: 9-У Фи (X), XX. 
n=0 . 

Подчеркнем, что в этом определении ряд предполагается фор- 
мальным, т: е. он не обязан сходиться. Смысл асимптотического 
разложения состоит в том, что оно позволяет изучить поведение 
функции f при xX. Обычно функции Qn являются достаточно 


простыми, а, взяв сумму У Pn» мы получаем некоторое прибли- 
n=0 
жение к функции f при х—х, причем тем более точное, чем 
больше М. 
Пример. Пусть {=С®(К+). Тогда одним из возможных раз- 
ложений функции | при х—>0 будет ее ряд Тейлора: f (x) ~ 


= 

== № mado x". Это просто другая форма записи теоремы 
п=0 

Тейлора, согласно которой при любом N 


N 
9 =У Го +0(x+1), х—0. 
n=0 


Напомним, что ряд Тейлора не обязан сходиться, а если он схо- 
дится, то необязательно к функции f. 

Для одной и той же функции f можно написать сколько угод- 
но асимптотических разложений. Конечно, если раскладывать f 
в степенной ряд (или в ряд по какой-нибудь ‘другой фиксирован- 
ной асимптотической последовательности), то коэффициенты ряда 
определятся однозначно. Но можно, например, для {е=С®(К!) 
кроме формулы Тейлора написать следующее разложение при 
x—>0: 


co ь 
7 x20 / on) "+ (0) ) 
= ‚ On (x) =— 0) -+х————). 
т т 
n=0 
И тут уже дело вкуса выбрать асимптотическое разложение так, 
чтобы функции Pp, были проще и малое число слагаемых давало 
хорошее приближение к {. 


xf 
Еще один пример: ряд Тейлора для е*, е* = У era) является 


n=0 
асимптотическим разложением для е*`при x->0, но He при x->00, 
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хотя ряд сходится всюду. Это происходит потому, что при 
п 


x > 
1 } не является асимптотической. 
п 

N 


Именно поэтому конечное число слагаемых y= дает хорошее 
n=0 7 
приближение для e* в окрестности ‚нуля, HO не в окрестности бес- 
конечности. 
Задача. Пусть функции {pn} удовлетворяют условиям, сфор- 
мулированным в предыдущей задаче. Тогда если 


У mp xx, ю ГО&-У (+04. 
п=0 Xo 


n=0 х 


X->oo ПОоСследовательность { 


Дифференцировать почленно асимптотические разложения, 
вообще говоря, нельзя, даже если почленное дифференцирование 
соответствующих асимптотических последовательностей приводит 
к асимптотическим последовательностям. Например, если 


Ре С° (В) и p(x) =F (x) + eM cos el 


oo 
(п) (0 
то ряд УР» является асимптотикой при х—0 как для 


n=0 
функции f, так и для 1р. Однако почленно продифференцированный 


оо 
п) 

ряд yeu х”—! будет асимптотическим разложением при x>0 
п 


n=1 
для функции [и не будет — для функции yp’. 

Пусть Q — область в А" с координатами «= (MH, ..., бт). В том 
случае, когда функция f зависит от параметра a, будут рассмат- 
риваться только такие ее асимптотические разложения при х—х., 
которые равномерны по a. Чтобы не оговаривать этого каждый 
раз, мы введем соответствующее условие в определение. 


© 

Определение. Формальный ряд у ф» (x, а), хе UC RI, 
n=0 

aeQ называется асимптотическим разложением функции f= 

=f(x, а), xeU, a=Q при x>xHEU и ае, если при каждом 

@EQ последовательность функций {pn} асимптотическая и для 

любого N<oo существует такая окрестность И’ точки ж и такая 

не зависящая от & константа Cy, что при всех а=® 


N 
| F(x, в) — } on (x, a) |< Cw lowsi(%, a) |, хе UN 4, 
n=0 


Наконец, заметим, что все введенные в этом параграфе поня- 
тия естественно переносятся на случай, когда x= (ж, ..., Xn) ЕК". 


10 


$ 2. Метод стационарной фазы 


Очень большое количество теоретических и прикладных задач 
приводит к необходимости отыскивать асимптотику при ^—- со 
интеграла: 


b 
ГА) = j f(x) e@dx, f, фе С” (Е), Img=o. (1) 


Если подынтегральная функция описывает какие-то колебания, 
то | — амплитуда, Ap — фаза. Обычно важно не значение фазы 
(тем более, что изменение ее на величину, кратную 2л, не ме- 
няет функцию}, а частота колебаний Ap’ (x). Значит, если ^—-+ оо 
и $Ф’520, то изучаются высокочастотные колебания. Если !mf=0, 


то Re/ (A) = fi (x) cos [Ag (x)] dx. График подынтегральной функции 


в этом случае изображен Ha рис. 1. Здесь тонкая линия соответст- 
Byer графику функции f. Если x1, x. — два соседних нуля функ- 


=) 0519 
y= F(x) 00s A x - 


Рис. 1 Рис. 2 


ции оС, то Al@(x1)—p(x2)| =x и, значит, |жм—2| ~ 
=л/^.|Ф’ (x1) |], т. е., как уже было отмечено, величина AQ’ (x) 
равна частоте колебаний. Довольно очевидно, что в рассматривае- 
мой ситуации (когда $’(х) 520 и функция { имеет компактный но- 
ситель) площади, ограниченные «горбиками», лежащими над 
осью х и под ней, должны компенсировать друг друга, и чнтеграл 
от функции, изображенной на рис. 1, будет убывать при А—>-- со 
быстрее, чем ^-1. Ниже мы покажем строго, что он убывает быст- 
pee A-™ при любом N. 

В качестве примера ситуации, в которой Ф’(х) может обра- 


щаться в нуль, рассмотрим интеграл if f (x) cos Ахах, f GE Со (Е), 
a 


Im f=0. Подынтегральная функция в этом случае изображена на 
рис. 2. Легко проверить, что ширина «горбика», основание которо- 


го содержит начало координат, равна У 2л/А и его площадь не 
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компенсируется площадью соседей. Поэтому, опираясь только на 
эту картинку, можно доказать, что последний интеграл ведет себя 
при A+ со как С/Т/^. 

Перейдем к строгим рассуждениям. Через О (^-®), A—-oo будем 
обозначать функции ф=41р(^.), такие, что ф(^) =О (ХМ), A->0o для 
любого N<oo, 

Теорема 1. Пусть I(A) имеет вид (1), где feCo~([a, 6]) 
и Ф'(х)520 при a<x<b. Тогда а (^)[4\=0 (^-®), Aco при лю- 
бом j>0. 

Доказательство. Интегрируя по частям, получаем 


и о И 


b 6 

= 1 Fe) ip’ A(x) = =. A(x) 

IQ)=5 er Aig (x) ede = — Sh (x) eH dx, 
a a 


(ab ее 
i= ( iz) ес? (а, 6)). 
`Полученный интеграл можно тем же приемом проинтегрировать 
по частям. Повторив эту процедуру М раз, получим 


6 
(a) = (=~)" [fu (2) eee dx, fv = СР а, 6). 


Значит, |1(A)|<Cwl|A|-%, т. е. Г(^) =0(^-®) при A-oo. Te же 
рассуждения справедливы и для 4/1(^)/4//, если производную 
предварительно внести лод знак интеграла. № 

Определение. Точка же=*, в которой @’ (x0) =0, назы- 
вается точкой стационарной фазы. Она называется невырожден- 
ной, если @” (%)520. 

Теорема 2. Пусть I(A) имеет вид (1), где |[=Си®([а, 6]) 
и функция ф имеет при a<x<b только одну стационарную точку 
X=Xo, причем невырожденную, и A<xX<b. Тогда при A+ со 


1%) — вм SY aa, (2) 


k=0 


i sign (Xo) 
a =F (%o) V/ ae ee (3) 


все коэффициенты Ar, R>1, выражаются через значения функций 


где 


Ь фи их производных порядка не выше 2k в точке х=х. Соотно- j 
шение (2) можно любое число раз дифференцировать почленно | 
по h. j 

Доказательство. Пусть сначала Ф”(х)>>0. Возьмем 


произвольную функцию he Cp ([4, 6]), такую, что #(х) =1 при 
|x—xo] < 8 и h(x) =0 при |x—xo| >68. Константа 5 будет выбра- 
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на ниже) Тогда при любом j>0 и A>+00 

\ b 

i 

ar [ПВ ем =00.-), (4) 

a 
Для доказательства надо представить последний интеграл в 
виде суммы интегралов по отрезкам [а, х— 6/2] и [№-65/2, 5] и 
воспользоваться теоремой 1. Значит, утверждение теоремы 2 доста- 

точно доказать для интеграла 


b 6 
1, (0) = ("она 296) dx = еж) | h (x) f (x) е^® ах, 
re a a = 
(8) = 6) —9 (x) = (x — 4)? + 0 (|x — Ho), хо. (5) 
Из (5) следует существование в окрестности точки х=хо такой 
невырожденной замены переменной х=х(#), при которой хо пере- 
ходит в точку #=0 и p(x(t)) =. ействительно, g(x) = 
=p (x) (x—x0) WSC? и g(x) =Q”" (%0)/2. Значит, указанную 3aMe- 
‘HY переменных можно определить равенством t = (x — X9) Vg(x). 
Так как & (%) =V 9" (%)/240, то замена переменных будет He- 
вырождена в некоторой окрестности точки х=х. Константу 6 вы- 


берем так, чтобы отрезок |х—ж|<6 лежал в этой окрестности. 
Тогда 


1 (A) = 0) J. (^), Ig (A) = 5 h (x (4) F(x (9) D edt, 


—> 


где D(t) =х, (де С® и 2 (0) =V 2/9" (х)). Последний интеграл за- 
пишем в виде 


0) = “феей, © 
0 
нее) DO +9 9-9. 


Пусть f (x MDOa~> c,t*, 1—0, — разложение функции fD 
k=0 
в ряд Тейлора. Тогда поскольку h=1 в окрестности точки x=Xo, 
то 


90 —2 сир, +0. (7) 
k=0 
В интеграле (6) произведем интегрирование по частям. Пусть 
]>!и 
({— 2/1 гг? 
a, t) = \ ———— e"gz, 120, 
tp; (A, 9 | и 2 
t 
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rye /; — контур в комплексной плоскости 2, изображенный на 
рис. 3. Очевидно, функция wp; является первообразной морядка j 
для ехр (2). От других первообразных (например, от/ аналогич- 
ного интеграла по отрезку [0, ¢] вещественной оси) она отличает- 
ся тем, что достаточно быстро убывает при ^—-+ о. Действитель- 
но, если г={+рехр (in/4), то 


д.0 
H(A, t) = ove г ( р/ч] фр, (8) 
1 — 
и при #>0 
Imz 2 
lt ИРУ, 9 [< — f efter Viton ф< 
G-» J . 
ua 1 | 1—1е—м 
i р? 
t Rez “м Se ем do. 


Сделав замену YAp=£, получим 
Ip, 91< СА !?, t>0. (9) 
Это вместе с формулой (6) дает нам при A->-+00 
2м-2 
0% = VY (—Dg Ow. Op +OA-""). 0 
j=l 
Так как h@Co™(R'), то 9(#) =0 при #%»1. Таким образом, из 
(7) и (10) получаем следующее равенство: 


N 
1a (A) = — J) 2 (2A)! сфьны (2, 0) + OCA"). 


Рис. 3 


k=0 
Положив в формуле (8) #=0 и сделав замену Ap?==, получим 
ога 1 fee, 
фоны 0) = ——T ( ; ‘ae es, 65 
rue Г (4) — гамма-функция. Значит, 


© eq éZ okt) в | 
в - уг). РИ ‚А ею. (12) 
k=0 


Это приводит к формуле (2) для [1(^) и, значит, для (A). Легко 
проверяются утверждения теоремы 2 о коэффициентах ах. 

В силу (4) для доказательства возможности почленного диф- 
ференцирования соотношения (2) достаточно доказать возмож- 
ность почленного дифференцирования соотношения (12). Для этого 
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audepduuupyem равенство (6): 


> 
\ м у я 

ат ® = [as дем, 4,9 = (#90. (13) 

0 

Затем так же, как из (6) было получено (12), получаем асимпто- 
тическое разложение для интеграла (13). После этого непосред- 
ственно проверяется, что полученное асимптотическое разложение 
совпадает с разложением, получаемым почленным дифференциро- 
ванием соотношения (12). Последнее делается совсем просто, 
надо только заметить, что вместо (7) теперь справедлива фор- 
мула 


G5 ()~ 2S cut, #0, 
k=0 
и, значит, для dil2(A)/dAi будет справедливо разложение (12), в 
котором вместе сок СТОИТ С’2ь, где с’к=0 при R<j и C’on= (i) 6-я 
при k>j. Теорема 2 в случае $” (Xo) >>0 доказана. ___ 

В случае ф” (2%) <0 можно перейти от /(A) к /(A) и, получив 
для I(\) асимптотическое разложение, затем перейти еще раз к 
комплексно сопряженным функциям. № 

Пусть, как и прежде, 


1(A) ро eo”) dx, Im p=0, (14) 
a 


a М — множество, состоящее из точек, в которых функция f или 
ф не бесконечно дифференцируема, из точек стационарной фазы и 
концов интегрирования. 

Определение. Нейтрализатором в точке хо называется бес- 
конечно дифференцируемая функция h,, = И», (х), равная единице 
в некоторой окрестности точки х=х и нулю вне некоторой боль- 
шей окрестности. Вкладом точки x2=M в интеграл (i) называет- 
ся интеграл 


ь 
1%) = | hg, (2) Г ем dx, 


если носитель функции #,, не содержит точек М, отличных OT Xs. 
Следующее утверждение позволяет разделить трудности при 
отыскании асимптотики интеграла 1[(^), если множество М со- 
стоит из конечного числа точек х=Хь, 1<5<1. 
Теорема 3. С точностью до слагаемого порядка О (^-®) ин- 
теграл (14) равен сумме вкладов стационарных точек, концоь 
интегрирования и особенностей подынтегрального выражения, т.е. 


1 
1(^) =z 1; (4) + O(N”), A009, 


= 
Этс разложение можно дифференцировать no i. 
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Доказательство. Утверждение теоремы получаетёя, если 
к интегралу 


1 
Ta—¥ G() = г 1— hy (x) | fF (x) ее dg 
j=! a j=1 1 } 


применить теорему 1 (см. формулу (4)). № 
Вклад от концов интегрирования дается следующей теоремой. 
Теорема 4. Пусть I(A) имеет вид (1) иф’(х)=520 при 
хе[а, 6]. Тогда при А-—оо 


o во 
А — У 64 (0) Of * — Fc, (a) e000 4-1, (15) 
k=0 k=0 


где 


% 69 = ( У “a Wea ): 


Соотношение (15) можно любое число раз дифферениировать 
почленно по dh. 

Доказательство. Первое утверждение доказывается ин- 
тегрированием по частям точно так же, как доказывалась теоре- 
ма 1. Возможность почленного дифференцирования доказывается 
точно так же, как и аналогичное утверждение в теореме 2. ' 

Пусть теперь подынтегральные функции B (1) зависят еще от 
дополнительного параметра a= (а1,... @т)е®, где Q — замыка- 
ние некоторой ограниченной области в К” (или гладкое компакт 
ное т-мерное многообразие): 


Г(А, а) = fre, a) ей, dx, .|, фе С° (RIxQ), Img=0. (16) 


Теорема 5. Пусть условия _ теорем 1, 2, 4 выполнены для 
интеграла (16) при каждом а=®. Тогда асимптотические разло- 
жения, полученные в этих теоремах, будут равномерными по a и 
будут допускать почленное дифференцирование любое число раз 
по лица. 

Доказательство. При доказательстве асимптотических 
разложений интегралов, исследуемых в теоремах 1, 2, 4, остаточные 
члены оцениваются с помощью оценки интегралов через максимум 
модуля подынтегрального выражения. Поэтому равномерность по 
а этих разложений очевидна. Надо только дополнительно заме- 
тить, что не только функции f и ф являются бесконечно диффе- 
ренцируемыми функциями своих аргументов, но и точка стацио- 
нарной фазы х=х (а) является бесконечно дифференцируемой 
функцией а. Последнее является следствием того, что требование 
невырожденности точки стационарной фазы обеспечивает приме- 
нимость к уравнению ф’х (х, а) =0, определяющему ж(а), теоремы 
о неявной функции. Возможность дифференцировать указанные 
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асимптотические разложения по а доказывается так же, как и 
возможность дифференцировать их по A (см. доказательство теоре- 
мы 2). 


$ 3. Метод стационарной фазы. Многомерный 
случай 


Пусть теперь ХЕ”, ааи Я — те же, что и в формуле (16)- 
Пусть 


Иа = |1, a) емо, |, фе С” (R"XD), Img=0, (17) 
в 


и существует некоторая ограниченная область DCR®, такая, что 
f(x, а) =0 при хе" 

Теорема 6. Пусть выполнены указанные выше условия на. 
функции f, фи У.9520 при хеБ. Тогда 


(№ a) =0(%—=), Хо, 
равномерно по a&Q. Аналогичное утверждение справедливо для 


всех производных от I по переменным A и а. 
Доказательство. Обозначим через L дифференциальный 


оператор: 
—2 IP o@ д ) 
В У(м.° | Ox; Ox; 


j=l 
и через L* — формально НЕ к нему оператор: 


пе — (* [УФ =: 


jut 


Очевидно, L (29) ={^ей®. Поэтому 
pee В i = (yep ea 
I= fire 9) de = — fe Вел dx. 
г Re 


Повторив эту процедуру М раз и оценив затем полученный интег- 
рал через максимум модуля подынтегрального выражения, полу- 
чим утверждение теоремы 6 о функции J. Те же рассуждения 
справедливы и для производных от I, если предварительно внести 
их под знак интеграла. № 

Определение. Точка eR" называется точкой стационар- 
ной Part, если У,Ф|]=» = 0. Через Vee будем обозначать мат- 
рицу мт, через sign py, — разность между числом ее положи- 
тельных и отрицательных собственных значений. Точка Serer 
ной фазы называется невырожденной, если 49”, | 


i 


Теорема 7. Пусть при каждом че в Б имеется, ровно 
одна точка стационарной фазы х=ж(а), причем она невырожден- 
ная и лежит строго внутри области О. Тогда хо (а) =С® (9), и при 
= со 


п 


he aah 
1 (Ay а) ~ ели, а) > ах 2 + 
в=0 


где 
Но (а), а) 2л)"? 1 № sign Фик (жь (2), @) 


Videt or, (@), 91° 


Это разложение допускает почленное дифференцирование любое 
число раз no ua, и все получающиеся при этом разложения рав- 
номерны по a. 

Доказательство. Условие невырожденности точки стацио- 
нарной фазы позволяет применить к системе Ухф(х, а) =0 относи- 
тельно неизвестных х= (41, .., Хх») теорему о неявной функции. 
Значит, %(а) =С®(9). Дальше без ограничения общности можно 
считать, что хо (а) =0. К этому случаю можно всегда перейти с по- 
мощью замены х—% (а)-х. 

Разлагая функцию ф в ок ры сланионарной точки в ряд 
Тейлора, получим, что при |x|>0 


Ф(х, а) =$(0, a) +- (9..0, а) х, х) Ба 0 (|x|). 


a (a) = 


Обозначим через и: (а) собственные значения матрицы Q”xx (0, и. 
В силу леммы Морса [81] в некоторой окрестности Us={x: |х| < 
<6} точки х=0 существует невырожденная замена переменных 
у=у(х, a), переводящая точку х=0 в у=0О и такая, что 
y (x, a) & C* (Usx 9), | Dw 


D(x) 
функция @ равна 


=1 и в новых — переменных 
х=0 9 


1 п 
$ (0, а) + > У @) у. 
j=l 
Пусть теперь h(x) =С®(Ё”), h(x) =1 при |x|<6/2 и A(x) =0 
при |x|>6. Тогда в силу теоремы 6 
J dA) fede = 00), 400, 
Rt 
и аналогичное утверждение справедливо для всех производных OT 


этого интеграла по A и а. Значит, утверждение теоремы 7 доста- 
точно доказать для интеграла: 


2 
и, (@) yj 
1 dy 


ays 
{ в [ей dx = ef*(0,0) { (AfD) (x(y, а), а)е 2 
Rt в 
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D(x) 
Dy) я 
мы 7 получится, если последний интеграл записать в виде пов- 
торного и при вычислении интегралов по переменным у; последо- 
вательно к каждому интегралу применять теоремы 2, 5. № 


где D=| 


— модуль якобиана замены. Утверждение теоре- 


$ 4. Задача о волнах на поверхности жидкости 


В этом параграфе в качестве примера применения метода 
стационарной фазы будет проведено асимптотическое исследова- 
ние решения двумерной линейной задачи о волнах на поверхности 
жидкости. Напомним постановку задачи. 

Пусть Е? — двумерное пространство с координатами (x, и), 
Л: — область в А?, занимаемая жидкостью. Эта область зависит 
от времени. Мы остановимся только на случае О: = {(х, и): 
—o<y<n(x, t), —coo<x<oo}. Здесь у=и(х,  — уравнение 
свободной поверхности слоя жидкости. 

Задача состоит в отыскании поля скоростей (и, 9) в области D:. 
Предполагается, что массовая сила состоит только из силы тя- 
жести. Уравнения движения имеют в этом случае вид [103] 


щи Ue +. ty = — — pr, 
(18) 


+ UUs + 0° = —— By, —B 


где р — давление, р — плотность, & — ускорение свободного па- 
дения. Так как жидкость несжимаема, то p=const. К этим уравне- 
ниям надо добавить еще уравнение неразрывности [103]: 

| ux +0'y=0. (19). 
Получаем систему из трех уравнений для определения неизвест- 
ных функций (и, 9, р). 

Движение жидкости называется безвихревым, если U’y—v’,=0. 
Мы будем изучать только такие движения. 

Лемма 1. Если движение жидкости является безвихревым в 
начальный момент, TO оно является таким и во все последующие: 
времена. 

Доказательство. Перепишем систему (18) в виде 


и: + [5+9 + +8 +0R =0, 

: (20) 
о: + [p@te+ 2. +8] — uR =0, 

2 в у 


где через R=R(x, у, #) обозначена функция u’y—v’x. Продиффе- 
ренцируем первое уравнение по у, второе — по х и вычтем одно 
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из другого. Тогда, учитывая (19) ‚ получим для К уравнение 
Ко’, -+иК’,=0. (21) 


Предполагается, что область D; получается из области Do 
<двигом вдоль траекторий поля скоростей (и, 0). Пусть x=x(t), 
y=y(t) — одна из таких траекторий. Тогда уравнение (21) при- 


водит к тому, что REO, y(t), )=0. Вместе с начальным 


условием это означает, что R(x(t), y(t), #) =0. А так как в каж- 
дую точку (x, у) ЕО: приходит какая-то из траекторий, TO 
R(x, у,  =0. № : 

Заметим, что приведенное рассуждение справедливо для лю- 
бого потенциального поля сил. Из леммы | вытекают два следст- 
вия. Обозначим через V вектор (0/дх, 0/ду), через А — оператор 
0?/0x2 + 0?/ду?. . 

Следствие 1. В случае безвихревого движения существует 
потенциал скоростей, т. е. функция Ф=Ф(х, у, t), такая, что 
(и, о) =УФ. Функция Ф определяется с точностью до слагаемогб 
= (0. 

Следствие 2. В случае безвихревого движения существуег 
интеграл Коши — Лагранжа, т. е. для любых решений системы 
(18), (19) справедливо соотношение 


O + +) +4 + =С0. (22) 


При этом потенциал скоростей можно выбрать так, чтобы C(t) =0.` 

Доказательство. Обозначим левую часть в (22) через L. 
Тогда из (20) и условия К==0 следует, что VL=0, т. е. L=C(t). 
Взяв произвольно потенциал Ф и добавив к нему функцию Y(t) = 
=JfC(t)dt, получим потенциал скоростей, для которого справедли- 
во соотношение (22) с С(1) =0. № 

Окончательно, в случае безвихревого движения задача сводится 
к отысканию потенциала скоростей Ф. 

Под потенциалом скоростей мы будем понимать тот из потен- 
циалов, для которого правая часть в (22) тождественно равна 
нулю. Подчеркнем еще раз, что от выбора` потенциала поле ско- 
ростей не зависит. Для определения Ф получаем следующую за- 
дачу: 

АФ=0, —o<y<n(x, 0. ° (23) 


Граничные условия на свободной поверхности y=n(x, ft): 
too . , . 1 a 2 ‘ 
Ф;1:— Oy +1 =0, Or +O + Фи) orm 5 =0. (24) 
Условие на бесконечности: 
Ф’,—0 при у>— оо. (25) 
Начальные условия: 
D(x, п, 0) =O°(x), n(x, 0) =n°(x). (26) 
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Действительно, уравнение (23) получится, если вектор (и, 9) = 
= \УФ подставить в (19). Далее, если граница S жидкости задает- 
ся уравнением S(x, у, t)=0, то на $ должно выполняться соотно- 
шение 

в 
dt 


Оно носит название условия непротекания. В частности, если гра- 
ница неподвижна, т. е. 5’, =0, то условие (27) означает, что век- 
тор скорости (и, и) направлен по касательной к границе. Если бы 
слой жидкости кончался на глубине y=—H, то из (27) следовало 
бы, что Ф’,=0 при у=—Н. Устремляя Н к бесконечности, полу- 
чаем условие (25). Первое из условий (24) также является пря- 
мым следствием (27). Второе из условий (24) следует из (22). 

На свободной поверхности заданы два граничных условия. Это 
не удивительно, поскольку эти условия содержат дополнительную 
неизвестную функцию 1. Давление р на свободной поверхности 
считается известным. 2 

Мы остановимся дальше только на линеаризованной задаче, 
которая получится, если предположить, что все скорости и возвы- 
шение свободной поверхности малы. Точнее, пусть 


=s.u+ 50+ $% =0. (27) 


D=eDiteMet+ .., n=enitenet .... (28) 
Тогда из (23) —(26) следует, что 
АФ.=0, y<0; (29) 
— Oi, +, = 0, O, + 2 + =0, у=0; (30) 
lim ФИ =. 31 
fit Oty = 0; (31) 
W(x, 0, 0) =Фв(х), пи(х, 0) =п0(х). (32) 


Заметим, что задача (29) —(32) отличается от (23) —(26) не толь- 
ко тем, что в ней выброшены все квадратичные члены, Hb и тем, 
что вместо области О: теперь рассматривается полупространство 
y<0. В силу (28) область D; зависит от. &, и, для того чтобы 
линеаризовать задачу (23)—(26), надо предварительно сделать 
замену переменных (x, у)—(х, г), г=у—т(х, #). В новых перемен- 
ных область О, перейдет в полупространство 2< 0, операторы 


д 
—,— ейдут соответственно в ——— (8 #2 Вх 
я и” перейдут соответ ++...) 


и 


oz * 

Если функции Ф;(х, у) =Ф:(х, 2+1) разложить в ряд Тейлора в 
точке Z по второму аргументу и, воспользовавшись разложения- 
ми (28), собрать вместе члены при одинаковых степенях г, то мы 
получим формальный ряд: 


(x, у) =еФ, (x, 2) + =2Ф,(х,д+..., (33) 
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в котором Ф! (х, 2) =Ф, (х,2). Подставим теперь второе из разло- 
жений (28) и (33) в (23)—(26) и оставим в соответствующих 
равенствах только старшие члены по =. Если теперь переменную = 
обозначить через у, получим равенства (29) — (32). 

Далее, можно считать, что р=ро=сопз{ на р поверх- 


ности. Тогда, перейдя от потенциала OM, к Ф =O, + — я $, изба- 


вимся от слагаемого р/р в формуле (30). Затем, продифференци- 
ровав второе из уравнений (30) по ¢, исключим из уравнений (30) 
функцию 11. В условиях (32) также заменим "1 с помощью равен- 
ства (30). Окончательно получим для потенциала Ф следующую 
задачу: 


АФ=0, y<0; (34) 
©" 1++g0',=0, у=0; (35) 
lim @, =0; (36) 
yoo 
(x, 0, 0)=0, O:(x, 0, 0) =c8(x), (37) 


где 6(x) — дельта-функция, c=const. Мы считаем, что в началь- 
ный момент потенциал скоростей равен нулю, а возвышение CBO- 
бодной поверхности дельта-образно. 
Теорема 8. При у=0 и жтноя решение Ф зада- 
х 
чи (34) —(37) имеет следующий вид: 


ооо уда [У = т) +9] 


где для второго слагаемого в правой части формулы (38) при всех 
]>0 справедлива оценка: 9 — O(a) = O(A~') при 400. 


Доказательство. После преобразования Фурье no х 
задача (34)—(37) явно решается. Получаем, что образ Фурье 


~ ~ siny glo| ¢t 
Ф (с, у, t нкции Ф равен Ф = се! ———————. Значит, 
(с, 9,8) фу р Valor 
оо 
Ga { eloy_SinVglolt чех dg, 
on Velo 


Так как функция Ф четна по переменной в, TO этот интеграл мож- 
но переписать в виде 


=) eu =r ge” ere ! cosaxdo. 
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Подынтегральная функция не изменится, если заменить в ней x на 
|x|. Положив еще у=0 и сделав замену переменных Yo/g=s, по- 
лучим 


oo 
(x, 0, ) == {sin (gst) со (gs*| x|) ds = 
J 
abe ара 
аи = laid -gs*| x) ds 


= т [J ево dg + { еее) ds|. 
* 0 0 


Сделаем теперь замену переменных 5=@|х|8Е и подберем a u Ё 
так, чтобы ее порядки по # и х слагаемых в показателях 
экспонент. Очевидно, для этого надо взять a=1, В=—1. Получим 


_ а С : С 5 
(x, 0, t) = mal г dE > sia (39) 


п|х| 


Применим к интегралам (39) метод стационарной фазы. У подын- 
тегральной функции в первом интеграле нет точек стационарной. 
фазы при &>0. Во втором интеграле такая точка одна: = 1/2. По- 
скольку интегралы (39) имеют бесконечные пределы, необходимо 
вычислить вклад от бесконечности. Для этого зафиксируем какую- 
нибудь функцию йеС®(К1), такую, что #№(&)=0 при &<!н 
#(Е) =1 при ЕЁ>>2. Тогда 


i | - es | 
т | h@enst ag = ( а ма 4 28) ем dE = 
0 "0 


=—_*@) ом P- { ( в (5) ) emer dé, 
in (1 +28) о ih(1+28) 


Внеинтегральный член равен нулю, так как (1+2=)--+>0 при 


#00 ий(0) =0. Если этот прием интегрирования по частям повто- 
рить М раз, то получим, что 


I= fr (@) eH dE = j fn 9+ dE. 
0 0 


Существенно при этом, что при №>1 функции fy и fig ведут 
себя как O(€-2%) при #—00. Поэтому внеинтегральные члены все 
время будут обращаться в нуль и, кроме того, fw будет суммируе- 
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ма при №>1. Но тогда последний интеграл не превосходит 
Ск\-м. Также доказывается, что |4#1/4^| <Ск.й-м. Для этого. 
надо сначала проинтегрировать, как и выше, по частям N-+j раз, 
после чего, дифференцируя по A, внести производные под знак ин- 
теграла. Таким образом, 4:1/4%}=0 (\-®) при Aco. Аналогично 
исследуется вклад от бесконечности для второго слагаемого в 
правой части формулы (39). Остается с помошью теорем 2—4 
учесть для интегралов (39) вклад от концов интегрирования и от 
точки стационарной фазы. Получим в точности утверждение тео- 
ремы 8. 

Из теоремы 8 вытекает 

Следствие. Поскольку в силу второго из условий (30) воз- 


вышение | свободной поверхности жидкости равно — — [1 (x, 0, 2), 
: g& 


то из теоремы 8 следует, что фаза ф колебаний свободной поверх: 
ности, вызванных точечным возмущением, равна =(А-л)/4, 
^=аЁ/|х|->оо. Значит, частота колебаний о] стремится 
к бесконечности в любой ограниченной области при {с и убы- 
вает с увеличением |х|. Далее, фазовая скорость У поверхност- 
ных волн растет линейно во времени. Ее можно определить, про- 
следив за движением локального максимума волны. Из (38) сле- 
дует, что он движется так, что &Ё/4|х| =с=сопзф, т.е. |х|= 
=gt?/4c,u V=x; является линейной функцией 2. 

Таким образом, если в большом водоеме (море, океан) изу- 
чаются волны, пришедшие издалека, вызванные каким-то локаль- 
ным возмущением (например, штормом), то эти волны будут 
иметь большую длину волны (если Ё не слишком велико, но A—00) 
и большую фазовую скорость. Поэтому, несмотря на их весьма 
малую амплитуду, с помощью усредняющих приборов их можно 
зафиксировать на фоне тех более коротких волн, которые постоян- 
но наблюдаются на поверхности этого водоема. Еще в 1949 г. аме- 
риканский ученый Дикон и его сотрудники провели исследование 
(см. [104]), устанавливающее связь между случаями штормов в 
Атлантике, местоположение которых известно из метеорологиче- 
ских наблюдений, и длинными волнами, которые движутся из 
штормовой области и достигают побережья Корнуолла в относи- 
тельно короткое время. Ясно, что в принципе такие расчеты можно. 
превратить, например, в метод предсказания движения штормов 
в районах, где нет метеорологических наблюдений. 


$ 5. Асимптотика преобразования Фурье функции, 
сосредоточенной на гладкой замкнутой поверхности 


Пусть хе”, ое”, $ — бесконечно дифференцируемая огра- 
ниченная замкнутая п—1-мерная поверхность в К” без края (не 
обязательно связная). Через w обозначим точку единичной сферы 
o=x/r, r=|x|. В этом параграфе для некоторого wo будет полу- 
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чена асимптотика при roo, |[a—wo| <1 интеграла: 
IQ”) = | (о) e*<*9> dS, ре С” (В). (40) 
5 


Соответствующие асимптотические формулы имеют важные при- 
ложения не только в теории дифференциальных уравнений (о чем 
частично будет идти речь в гл. УП), но и в некоторых других 
разделах математики (например, теории чисел). 

Обозначим через o/=0/)(w), 1<j<m, точки на $, в которых 
нормаль к 5 параллельна вектору @; через Аз (&); 1<5<п—1, — 
главные кривизны поверхности S в точке of(@), знак которых 
определяется после выбора ориентации поверхности S в окрест- 
ности точек Of(m). Ориентация задается выбором направления 
вектора нормали к $, которое мы считаем совпадающим в точках 
oj(w) с направлением вектора o. Пусть ki(o), — полная кривизна 

п 


поверхности S в точке ©? (6), т. е. #; (в) = [] Aj, (©), а vi — раз- 
$ =1 

ность между числом положительных и отрицательных главных 

кривизн в точке o/(w). Пусть pj(o) = 

=<0! (6), «>— величина проекции (co 

знаком) вектора o/(@) на вектор w 

(рис. 4). 

Будет предполагаться, что на по- 6\и) 
верхности $ имеется конечное число 
т точек o/, в которых нормаль к 
$ параллельна вектору 9, причем 


7=Е' 


полная кривизна А; в этих точках 6) 
отлична от нуля. Поскольку поверх- 
ность $ компактна, то отсюда, очевидно, Рис. 4 


следует, что при |«—во|<1 числа т и 
yj не зависят от @, а точки 0/(®) и функции №,(®) бесконечно 
дифференцируемо зависят от ®. 

Теорема 9. Пусть на поверхности $ имеется конечное число 
т точек о!, в которых нормаль к $ параллельна вектору wo, причем 
(wo) #0. Тогда существует такое =>>0, что при |w—wo|<e 


пу [MF не |, г-но, (A) 
где ыы ie 
п—1 
ayy = (2m) зоо од (42) 


Это разложение можно почленно дифференцировать no x любое 
число раз. 

Заметим, что при фиксированном сое=5 подынтегральная функ- 
ция в (40) описывает стационарную плоскую волну, идущую в на- 
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правлении вектора © с частотой |o| и амплитудой f(o). Теорема 9 
утверждает, что сумма таких волн по всем O@S дает несколько 
сферических волн, идущих с частотами |;(®), зависящими от на- 
правления 6. 

Прежде чем переходить к доказательству теоремы, докажем 
два вспомогательных утверждения. 

Определение. Пусть К — компакт в Ки {U;} — его 
конечное покрытие областями U;. Разбиением единицы на К, под- 
чиненным покрытию {Uj}, называется набор функций {pj} такой, 
что ф;=С,°(И;} и Хф;==1 на К. 

Лемма 2. Для любого компакта К и любого его конечного 
покрытия {И;} существует разбиение единицы {pj} на К, подчи- 
ненное этому покрытию. 

Доказательство. Через И;2 обозначим г-сужение области 
U;, т. е. совокупность точек области Uj, расстояние от которых до 
границы области И; больше г. Очевидно, существует такое 
2=е>>0, что области {И} покрывают К. Пусть {pj} — произ- 
вольные функции, такие, что \руе=Со®(И;), ф,>0 и py=1 на И. 
Тогда если Y= Xp;, то Ф>1 на К. Рассмотрим ограничение Vx 
функции VY на компакт К, и пусть Wo — какое-нибудь его бесконеч- 
но дифференцируемое продолжение на все А”, такое, что Чо> 1/2 
в В”. Тогда в качестве функций {pj} можно взять Qj=H; Po. № 

Лемма 3. Пусть FEC~(R,"), а $ — поверхность в R,”, 3a- 
данная уравнениями o=o(n), neVCR™4, где У — область в 
К"—, о=С®(У) и ранг матрицы Якоби o,=0o/On равен п—1. 
Тогда VF (5 (п)) =0 тогда и только тогда, когда в соответствую- 
щей точке o=0(n) вектор У.Е (в) ортогонален $. , 

Доказательство. Так как Fy, (3 (n)) = (Vo F, On,), TO pa- 
венство V,F(o(n))=0 означает, что вектор V.F ортогонален век- 
торам On, 1<{<п—1.Отсюда следует утверждение леммы 3, 


поскольку векторы On, принадлежат касательной плоскости к $ 
и в силу условия rank o’,=n—1 линейно независимы. № 

. Доказательство теоремы 9. Построим специальное 
покрытие поверхности $ областями U;CR,", 1<]<М. В качестве 
О; 1<j<m, возьмем настолько малые окрестности точек о? (60), 
чтобы области U;, l<j<m, попарно не пересекались и чтобы 
$П0; бесконечно гладко проектировалось в касательную плос- 
кость к 5, проведенную через любую точку ве=5$П0;. 

Теперь выберем e>0 настолько малым, чтобы при |и— ви | < 
числа т и у; не зависели от ©, точки 67 (6) и функции kj(@) бес- 
конечно дифференцируемо зависели от ®, функции kj(w) не обра- 
щались в нуль и компакты Х;= {01 (6): |o—oo|<e} принадлежали 
U;. Остальную часть S\( [J Uj) поверхности S (она компактна) 

1<}& т 
покроем конечным числом областей U,, m+1<s<N, произвольно, 
лишь бы в каждой из них поверхность $ можно было записать 
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в локальных координатах: o=0(nH), N= (MN, ..., Nn—1) EVs, где У, — 

область BR", вектор-функции о=о (1) еС®(У,) и зависят от $, 

rank до (п)/ди="—1 при neV;. Взяв области 0;\\( [J Х)), s>m, 
1</<т 

вместо Us можно добиться того, чтобы области {0);}, 1<j<N, 

покрывали всю поверхность $ и 0%; = при $> т. 

Локальные координаты на $ в областях Uj, 1<j<m, выберем 
<пециальным образом. Для этого сделаем в К.” поворот осей коор- 
динат о—> = (&, ..., 2) так, чтобы ось En была направлена по век- 
тору w. Так как $ПО;, |<т, бесконечно гладко проектируется в 
касательную плоскость к $, проведенную через точку 6 (), то в 
переменных Ё поверхность $П0;, j<m, может быть записана в 
зиде и=н2 (&, ©), где & = (E, ..., En—1) @VjCR™, т. е. в качестве 
локальных координат на $ в 0; при |<т можно взять ц=”. 

Пусть теперь {ф;} — разбиение единицы на $, подчиненное по- 
крытию {0}. Тогда 


N 
I(x) = > (9; (0) f (в) e-*<0.9>" dS = 


1=15 
N 
=} _f (FD) в) <*>" dn, (43) 
i=! у, 


tae D — якобиан 45/4. Применим к последним интегралам при 
too и |@—Oo|<e метод стационарной фазы. В силу леммы 3 
точки стационарной фазы находятся из условия У.<®, o> LS, 
т. е. о-15. Таким образом, при j<m для каждого интеграла в (43) 
(обозначим их через J;) есть одна точка стационарной фазы, для 
которой o=o/(m), а при j>m точек стационарной фазы нет. При 
меняем к интегралам J; при j<m теорему 7, а при j>m — теоре- 
му 6. Остается показать, что асимптотическое разложение интегра- 
лов /;, |<т, дается выражением, стоящим под знаком суммы по 
Тв формуле (41). 

После замены переменных о—Ё= (1, En) точки OS SI]T; перей- 
дутв (п, &/(n,@)), причем точке o/(@) соответствует п=\ и 
Е» (1), ©) =pj(m) (см. рис. 4). Вектор x в новых координатах 
будет иметь вид (0, ...,0, г). Так как скалярное произведение 
<x, o> не изменится, если оба вектора повернуть на один и тот 
же угол, то это скалярное произведение можно вычислить, записаз 
оба вектора в координатах Ё. Таким образом, 


—ir bi р 
= ре", ут. (44) 
у 
1 
Как было показано выше, подынтегральная функция в (44) 


имеет ровно одну точку стационарной ры n=) и в ней &7= 
=р; (о). Очевидно, если (Ein)”= (028 /Ои»дт,), 1<k, 1<п—1, то 


ИИ | 
|Че(ё») | = 1656) |, sign[—(€'n)”]=—vs. 
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Кроме того, поскольку точка o/(w), |o—oo|<e, принадлежит И 
и не содержится в И; при sj, то $; (01 (®)) =1. Далее, очевидно, 
Р=1 при n=). Таким образом, применив теорему 7 к интегралу 
1, j<m, получаем асимптотическое выражение, совпадающее с 
соответствующим слагаемым, стоящим под ‘знаком суммы по] 
в формуле (41). № 

Замечания. 1. Назовем открытую на единичной сфере 
Q={x:|x|=1} область VCQ неособой, если она связна и для 
любого «ЕТУ на $ существует конечное число точек 0!(®), 1< 
<]<т, в которых вектор нормали к $ параллелен «, причем во 
всех этих точках А; (©) 520. Пусть К — произвольный компакт, при- 
надлежащий У. Поскольку теорема 9 дает асимптотику интегра- 
ла (40) в некоторой окрестности каждой точки Woe V, то, выбрав 
из этих окрестностей конечное покрытие компакта К, получаем, 
что т не зависит от ® и утверждение теоремы 9 справедливо рав- 
номерно по @ при «ЕК. 

2. Пусть поверхности S;, 0< |{| <&, лежат в ограниченной части 
пространства А”, и задаются уравнениями $ (0) =#, где 5еС®(Ю”,) 
и Vs40 при o&S;. Пусть So удовлетворяет условиям теоремы 9 
для любого wo, принадлежащего некоторой неособой области 
VcQ, и К — компакт, принадлежащий У. Легко показать, что 
тогда существует такое &>>0, что и поверхности 5$, пря |t|<to 
будут удовлетворять этим условиям при в ЕК, причем т не будет 
зависеть от Ё, а точки о} (в, {), в которых нормаль к $: пзраллель- 
на вектору ®, будут бесконечно дифференцируемыми функциями 
обоих своих аргументов при |t|<fo, «ЕК. При этом поскольку 
при доказательстве теоремы 9 мы опирались только на теоре- 
мы 6, 7, а подынтегральные функции в этих теоремах могли зави- 
сеть от любого числа дополнительных параметров, то асимптотики 
интеграла (40) при S=S;, вычисленная с помощью теоремы 9, 
будет справедлива равномерно по «ЕК и {=|-—%, fo] и ее можно 
дифференцировать любое число раз и по x, и по #. 

Литературные указания и дополнения. Подробнее с методом 
стационарной фазы и его приложениями можно познакомиться, на- 
пример, по монографии М. В. Федорюка [110]. 


Глава Il 


МЕТОД BKB ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


$ 1. Асимптотика решений однородного уравнения 


В этом параграфе будет получена асимптотика при k-oo ре- 
шений уравнения 


y” +hq(x)y=0, хе [а, 5], q(x) =C~([a, 6]). (1) 


Это уравнение является модельным примером для многих более 
сложных уравнений и систем. Кроме того, целый ряд важных фи- 
зических задач приводит к необходимости изучать именно это’ 
уравнение. Например, поперечные колебания струны описываются 
уравнением и”! =а?(х)и”.«-+Е(х, t), где u(x, t) — величина от- 
клонения точки х струны от положения равновесия в момент вре- 
мени ¢, а(х) 0 — скорость распространения колебаний м 
где Т — натяжение струны, ф — линейная плотность}, F(x, #) 
пропорционально линейной плотности внешних сил. Это же урав- 
нение описывает и другие одномерные упругие колебания: про- 
дольные колебания упругого стержня, колебания газа в трубке 
электрические колебания и др. Если внешние силы периодичны по 
времени, т. е. F(x, #) =f (x)exp(ikt), и решение выходит Ha перио- 
дический режим u(x, t)=y(x)exp(ikt), то, подставив F и и в урав- 
нение колебаний, получим, что амплитуда у(х) установившихся 
колебаний, вызванных периодической силой, удовлетворяет урав- 
нению a?(x)y”+h?y=—} (x). Это уравнение отличается OT уравне- 
ния (1) только наличием неоднородности в правой части. Но 
хорошо известно, что, решив однородное уравнение (1), можно: 
методом вариации произвольных постоянных решить также и не- 
однородное. Таким образом, задача свелась к изучению уравне- 
ния (1), в котором g(x) =а-?(х) и k — частота колебаний. Поэто- 
му асимптотика решений уравнения (1) при Ё—со называется 
коротковолновой или высокочастотной. 

Уравнение (1) возникает также в квантовой механике. Движе- 
ние квантовой частицы в потенциальном поле U(x) описывается 
волновой о ‘p(t, x), удовлетворяющей уравнению Шредин- 
гера ihdyp/ot=Hp, где Н — оператор энергии, имеет вид 


Hy=—" “2 +00. 
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Здесь т — масса частицы, A — постоянная Планка, а величина 
|p|? равна плотности вероятности нахождения частицы в момент 
времени f в точке x. Стационарные состояния определяются либо 
как решения уравнения Шредингера вида ф=у(х)ехр (—М— ЕВ, 
где E=const (при этом |ф|? от # не зависит), либо как собствен- 
ные функции оператора H: Hy=Ey. И то и другое определение 
приводит к одному и тому же уравнению для функции у: 


Sy +[E—U@)]y =0. 2) 


В этом уравнении есть естественный малый параметр A. Величи- 
на A= Inh/V 2m(E — U(x)) называется длиной волны де Брой- 
ля. Если она меняется медленно, т.е. X’x<1, то асимптотическое 
разложение решений уравнения (2) по параметру Х’» называется 
квазиклассическим. Уравнение (2) можно переписать в виде (1) 
с k=y2m/h и 9(х) =Е—И(х). Если E—U(x)0, то предельный 
переход при ^’.-—>0 эквивалентен предельному переходу при #—0 
или 00. Поэтому асимптотическое разложение решений урав- 
нения (1) при #—00 называется также квазиклассическим. Свое 
происхождение этот термин ведет от того факта, что законы клас- 
сической механики можно получить предельным переходом из 
соответствующих квантовомеханических законов при й—0. 

Асимптотическое разложение при Ё-—с0 решений уравнения (1) 
называют такжё ВКБ-асимптотикой. Это название не менее рас- 
пространено, чем коротковолновая асимптотика или квазикласси- 
ческая асимптотика. Оно представляет собой первые буквы фами- 
лий авторов, впервые применивших этот метод в задачах кванто- 
вой механики: Вентцель, Крамерс, Бриллюэн. 

Формальная схема метода ВКБ. Будем искать решение урав- 
нения (1) в виде асимптотического ряда: 


y ~ e850) F a; (x) (iA, ay (x) 0. (3) 
ь i=0 
„Дифференцируя почленно, получаем 


у- (О Si? x a; (ik)! + 2kS' Fa; (ik) + 
j=0 j=0 
+ik sy a; (ik)! + у aj (в) ets = 
j=0 i=0 $ 
= (ik)? S” ens a, (ik)! + eS {(25' ay + 5" ap) (ik) + 
j=0 
+ у (2S' aja, + 5"ана + aj) (et. (4) 
]=0 г 
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Подставим разложения (3), (4) в уравнение (1) и сократим 
на exp (#5). Получим 


(1) (3" —9 У. а, (ik)! + (2S' в + S"a4) (ik) + 
i=0 
+E 2S’ ais + 5'ана + aj) (4)! ~O. (5) 
ij=0 


Соотношение (5) может быть справедливо только в том случае, 
если сумма коэффициентов при каждой фиксированной степени 
(ik) в (5) равна. нулю. Коэффициентом при старшей степени (ik)* 
является [S’?(x)—q(x)]do(x). Так как Q(x) ==0, то положим 


S? (x) —9(х) =0. (6) 


После этого в левой части соотношения (5) можно отбросить пер- 
вую треть слагаемых (в которых есть сомножитель $5'2—9). При- 
равнивая затем нулю последовательно коэффициенты при (ik)!, 


1=1, 0, —1, —2,.., в левой части соотношения (5), получаем 
уравнения 

25'а%-+5"и=0; (7) 

28’a jas +S” Aj4, = — а”, j>0. (8) 


Уравнение (6) в оптических задачах называется уравнением эйко- 
нала, а в квантовомеханических — уравнением Гамильтона — 
Якоби. Уравнения (7), (8) называются уравнениями переноса. 
Точнее эти названия носят аналоги указанных уравнений, воз- 
никающие при асимптотическом исследовании решений многомер- 
ного аналога уравнения (1): [A+k2q(x)]u=0, хе", А — опера- 
тор Лапласа. 

В дальнейшем на 9(х) накладываются следующие условия: 

A) 9(х) 520 при хе [а, 6]. № 

Если 9(х) >0 при хе[а, 6], то через 74(х) обозначим ариф- 
метическое значение корня. Если 4(х) <<0 при хе[а, 6], то через. 
79(х) обозначим то значение корня, для которого 179 (х)>0. 
Если Img (х) 40, на функцию 9(х) накладывается второе условие. 

В) При хЕ[а, 6] можно выбрать непрерывную ветвь 79(х) 
так, что ImYq(x) >0. 

В дальнейшем эта ветвь раз и навсегда фиксируется. После 
этого такие функции, как g-‘/4*(x), однозначно определены. 

Решив уравнение (6), получим, что 


$ (х) = = ТО dt, Е [a, 6]. (9) 
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Затем подставляем S(x) в вен (7): 


2Vq a+ —t_ a, =0. 


ve 
Отсюда dao/a9=—dq/4q и, значит, а=С4-1\. После этого последо- 
вательно из уравнения (8) находим все коэффициенты a;, j>0. 
`Итак, доказано следующее утверждение. 

Теорема 1. Формальный асимптотический ряд (3) удов- 
летворяет уравнению (1) тогда и только тогда, когда функция 
S(x) имеет вид (9), а функции aj(x) являются решениями уравне- 
„ний переноса (7), (8). В частности, = С4-!* и, значит, ряд (3) 
имеет вид 


+ ik | Va) dt 
С (де * (1+0(e")). 


Заметим, что формулы (3), (9) дают два существенно разных 
ряда, удовлетворяющих уравнению (1). Они отличаются знаком 
Функции 5. Тот факт, что функция $ определяется с точностью до 
аддитивной постоянной, зависящей от выбора хо, несуществен, по- 
скольку изменение S(x) на константу ‘у эквивалентно умножению 
ряда (3) на константу exp(iky), что не влияет на вопрос о TOM, 
будет ли ряд (3) удовлетворять уравнению (1). Аналогично пере- 
ход от константы С в формуле для @ к С! эквивалентен умноже- 
нию ряда на константу С:/С. Наконец, произвол в выборе началь- 
ных условий для решений уравнений (8) связан с тем, что ряд (3) 
можно умножить на числовой формальный асимптотический рял 
о 


У“ (ik). 
i=0 к 
Теорема 1 дает нам решение уравнения (1) в классе формаль- 
ных асимптотических рядов. Существование классического реше- 
ния с указанной асимптотикой дает следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть функции aj(x), j=0, 1,..., удовлетворяют 
уравнениям переноса (7), (8). Тогда для некоторого ky>0 сущест- 
„вуют бесконечно дифференцируемые функции у-.=у.(х, RIS 
еС®([а, 6] Х [№, 0)), удовлетворяющие уравнению (1), и такие, 
что при Ё—со 

x 
uf Vat at @ 


Yere % Ув, xe fa, 0}, = (19) 
i=0 : 
причем эти асимптотические разложения можно любое число раз 
дифференцировать no x uk. В частности, главный член этих асим- 
птотических разложений таков: 


+ ik |: Va dt 
в =Co (xe * (1+0 ')). 
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Замечание. При вещественной ‘функции g(x) решения ys 
быстро осциллируют, если 9(х)>>0. В случае 9(х) <0 формулу 
(10) можно переписать в виде 


=. [ Учет dt © 
У -е % а; (x) (ik)! 


Доказательство. Построим какую-нибудь функцию he 
=С®([а, 6] X[1, 00)), такую, что 


h(x, k)~ у a; (x) (ik), Е оо, (11) 


i=0 


и это разложение можно дифференцировать по x и k любое число 
раз. В качестве такой функции можно взять, например, 


вю = У 940 в, (, (12) 
ре 


где g(t) — произвольная фиксированная бесконечно дифферен- 
цируемая функция, равная единице при #>1 и нулю при #< 12, 
а t; — некоторая числовая последовательность, достаточно быстро 
° стремящаяся к бесконечности при joo. Так как при каждом № 
только конечное число членов ряда (12) отлично от нуля, то ряд 
(12) сходится. Константы #; выберем так, чтобы при всех а-+В<] 
и > 1 была справедлива оценка: 

8 
и (kit, a(R <r it, 
x” GiB 


Очевидно, такие #; существуют. Тогда при k->oo, любых a HB 
М> а-- В 


во = Ни 
=" У о “|< У IHR 0". 
дх° OF j=N+2 j=N+2 

Значит, 
N+1 
ets —+ 
h(x, ®) = за; (x) (#) 
x ane = 
Be ; 
+0 = oa =. Ув +0". 
i=0 


Это доказывает справедливость разложения (11). 
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Обозначим через G+ функцию 
+ tk f Vai dt 
у=е № h(x, k). (13) 
Из теоремы | и формулы (11) следует, что 
+ ik Г Vat 4 у 
У == ух + #24 (Ху=е * О(Е =), Roo. = (14) 
Будем теперь искать точное решение уравнения (1) в виде 
y (2, k) =. (‚В =9, (х их (x, 1), 


и, (а k) =1, Tae ts A) =0. (15) 


Точку а=[а, 6] мы выберем позже. В тех случаях, когда это не 
вызовет путаницы, индексы -Е у функций у, 1, y, и мы будем опус- 
кать. Подставив функцию (15) в уравнение (1), получим для 
задачу: 


Gul +2 и + уи=0, и = и |6 =0, (16) 
которую можно переписать в следующем виде: 
ии =f, ира =1, ие =0; f=—yuly. 
Считая функцию f известной, решим последнюю задачу: 


ie nn 
u(x, k)=1+( 9° (nf AE DFO adn. 


Переставим еще пределы интегрирования. Получим эквивалентное 
задаче (16) интегральное уравнение: 


u(x, Е) + Ре. Е, К) и(Е, К) ЧЕ =1, (17) 


¥ 


P(x, b) = Ps (x, 8,2) =9, Ms (60 [YE (п, = 
& 
$ 
oe £20k) Va@ dt 
=hE NOW) [h(n ke т dn. (18) 
$ 


Последнее равенство получено после использования формул (13), 
(14). 

В формуле (17) положим теперь a=b, если и=и., РЕР, и 
а=а, если u=u_, Р=Р_. В первом случае E>x, и поскольку в фор- 
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ne 


myze (18) ne&[E, x], то n<£. Bo втором случае n>£. А так как 
ImVq() >20, то в обоих случаях модуль экспоненты, стоящей 
под знаком интеграла в (18), не превосходит единицы. 
Далее, так как 4(х) =Cq-'/4(x)40 при хе а, 65], то из форму- 
лы (11) следует существование таких №’, Cy>0 и C2>0, что 
Ci>|h(x, Е) | > С» при > и xe[a, 8]. Значит, P(x, &, ®) = 
=O(k-) при k->oo, причем это соотношение равномерно по 
x, Е [а, 6]. Но тогда уравнение (17) при достаточно боль:иих Ё 
однозначно разрешимо, причем и(х, ®) =1-НО (Е), Roo. Послед- 
нее равенство можно дифференцировать по.х и № любое число 
фаз, что доказывается дифференцированием уравнения (17). 
Вместе с равенством (15) это доказывает теорему 2. 


$ 2. Задача рассеяния 


В этом параграфе будет рассматриваться уравнение 
"= 129 (х)у=0, xeR', (19) 


тде q=C~(R'), g(x) >0 при всех хе! и существует такое [< оо, 
что g(x)=1 при |x|>L. При x<—L уравнение (19) имеет 
‹<ледующие два решения: y=exp(+ikx). Эти решения продол- 
жаются на всю прямую. Обозначим их через у» Аналогич- 
но определенные на всей прямой решения уравнения (19), равные 
ехр (Ех) при x>L, обозначим через у2». Так как функции yt. 
образуют фундаментальную систему решений, то функции y+ 
являются их линейными комбинациями. Значит, 


у =a(k) yt +в и. (20) 


Применив операцию комплексного сопряжения к последнему pa- 
зенству, получим, что 


y= bh) + + ау. 
 1/а, bja 
—bja, Иа 
фициенты |1/a(k)|? и |6 ()/а(Е) |? — коэффициентами прохожде- 
ния и отражения соответственно. Их смысл заключается в следую- 
жцем. ee ba решение y=a-'(k)y?,. В силу формулы (20) это 


Матрица $ = называется матрицей рассеяния, а коэф- 


решение при |x| >L равно 
etee +В). ete, x << —L, 
а (#) 
у (x) = (21) 
etx, х>[. 


a(k) 
af 35 


Из формулы (21) следует, что функция y(x) описывает рассеяние 
на неоднородностях среды (в области |х|<Г) плоской волны 
exp (ikx), идущей из x= —oo. При этом часть рассеянной волны с 
множителем 6(k)/a(k) идет в обратном направлении, а часть — 
с множителем 1/a(k) — проходит область, в которой среда неод- 
нородна, и уходит в X= со. Вторая строчка матрицы рассеяния 
состоит из множителей при отраженной и прошедшей через неод-. 
нородность волнах, соответствующих падающей волне exp(—ikx), 
движущейся из x= +00, 

Цель этого параграфа — найти асимптотику коэффициентов 
a(k) и (Ё) при А—оо. 

Теорема 3. При k->oco справедливы соотношения: 


— Гржа-и ах 
а(®=е -—* +0(k"), b(k) =0(=”). 


Доказательство. Обозначим через у.. построенные в тео- 
реме 2 решения уравнения (19), для которых при |x| <2L 


+ ik | Va@dt ® 
9-е -" ¥ a; (x) Gk), во, (22) 
j=0 


где aj(x) — решения уравнений переноса (7), (8) с начальными 
условиями %(—Г.) =1, а;(—Г) =0 при j>0. Решения ys, как и 
любые другие решения уравнения: (19), определены при всех х. 
Поскольку функция S(x) при |x|>L является линейной, то реше- 
ния уравнений переноса не зависят от x при |x|>L, и из (22} 
следует, что при k->oo 


Yaw ео (1 +O(R-”)), —2Е<х< —Г, (23) 


y,~ eth DY oF (KY, 1х, (24) 


=0 
L — 
где ф = fva@ dt, cj =a,(L) — значения решений уравнений 
=—L 


переноса в точке x=L с указанными выше начальными данными 
(величина c+; зависит от выбора функции 5). | 
Функции ys так же, как и у'., образуют фундаментальную си- 
стему решений уравнения (19). Поэтому можно представить у? 
в виде ‘ 
д =а(®) у+ +В (®у-, (25) 


а функции ys представить в виде линейных комбинаций функций 
=: 


ууу, y-=81(b) yh + 82 (A) YL. 
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Если определить коэффициенты а, В, у, 6, j=1, 2, получим раз- 
ложение функции у?; по y's. Поскольку на отрезке [L, 2b] извест- 
но асимптотическое разложение при А-—со функций y2, и Ys, то 
можно найти асимптотическое поведение при k-oco коэффициен- 
тов а, В. Асимптотику коэффициентов 7, 5; можно найти, исходя 
из известных асимптотических разложений функций y+ и Y's при 


xe — 
сы асимптотику коэффициентов a(k), В(Ё) при #—оо. Так 
как y?,=exp(ikx) при x>L, а для Ye имеют место соотношения 
(24), то равенство (25) при x=L принимает вид 
со со 
ем. — а(в) ett? 3 oft (ER)! +B (Ве | ст (ih). 
i=0 i=0 
Если равенство (25) предварительно продифференцировать по x, 
а затем положить x=L, о соотношение 
~ a(k) any oft (и)! ме cj (№). 
j=0 
Из последних двух соотношений следует, что при k->co 
а (в) емо [у 6 8)! |", Bk) =0(&-=). (26) 
150 


Аналогично, используя соотношение (23) вместо (24), полу- 
чаем, что 


у = 0 (=) у + ем +0(=)] yh, 
y- = ее + O(k-™)] o> + 0 (k-™) yh. 
Вместе с (25), (26) это приводит к равенствам: 


а (Е) ~ ei2L—w) [ х cf Gar, 6 (k) =O(k-*). 


Остается заметить, что Cto=Ao(L). Так как do(x) — решение урав- 
нения (7) с начальным условием 4 (—2.) =1 и g(x) =1 co |x|> 
>L, то a(x) =q-/*(x) и, значит, ao(L)=1, т. е. cto=1 


$ 3. Асимптотика решений краевых задач 
В этом параграфе будет изучаться задача: 
У’—9(х)у=0, 0<х< 1; y(0)=A, y(1)=B, (27) 


где 4 — вещественная функция, деС®(К'!), 49(х)=20. Без ограни- 
чения общности можно считать, что G(x) >>0, поскольку в против: 
ном случае можно заменить одновременно знаки у 9(х) и A. Точ- 
ка A называется собственным значением задачи (27), если одно- 
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родная задача (27) (А=В=0) имеет нетривиальное решение, т. е. 
A’ является собственным значением (несамосопряженного) опера- 
тора, задаваемого дифференциальным выражением gq! (x) 42/ах2. 
Через Lo обозначим пространство L2([0,1]) < весом q(x), т. е. 
Пиф, = 1/9 м. 

Лемма 1. Задача (27) имеет счетное множество собствен- 
ных значений A=An, п=1, 2,..., причем «<< 0 при всех п, «—>— со 
при п->со, а соответствующие собственные функции y=Yn(x) об- 
разуют полную ортогональную систему в пространстве Log. 

Доказательство. После замены ]9у=2 однородная за- 
дача (27) переходит. в задачу на собственные значения для само- 
сопряженного оператора Штурма — Лиувилля: 


г \’ 3 (9? то" 
a |=) 20) =2(1)=0. 
Ga) +(4 g 2 ¢ ‚= 
Отсюда вытекает справедливость всех утверждений леммы, кроме 
утверждения о знаке An. Последнее получается стандартным обра- 
зом после умножения уравнения (27) для собственной функции 
Y=Yn(X) на #»(х) и интегрирования по отрезку [0, 1]. Взяв дей- 
ствительную часть от всех слагаемых и проинтегрировав в первом 
слагаемом по частям, получаем, что 

1 

fi —lynP—Ang Ги. Pldx =0. 

0 


Значит, либо An<0, либо An=0. Последний случай невозможен, 
= or тогда y’n=0 и, значит, у„==0, поскольку И» (0) =у» (1) = 

Напомним, что через O(k-), Roo, обозначаются различные 
функции переменной А, имеющие указанный порядок при #—о0. 
Они могут, кроме того, зависеть еще и OT x (и тогда предполагает- 
ся, что указанное убывание при А-—=со равномерно по x). Чтобы 
подчеркнуть эту зависимость, мы будем иногда пользоваться обо- 
значением Ox(k-!), #—оо. 

Поведение решений задачи (27) при ^—>— со дается следую- 
щей теоремой. Занумеруем собственные значения задачи (27) в 
порядке возрастания |A|, и пусть R=Y|A|. 

Теорема 4. Существует такое целое no, что при п со 


Fin = УТ, = (nm) af Vo 4+0). (28) 
соответствующие собственные рр У" (х) равны a 
Yn (*) = Cn [и (x) Bit (hn f Vq@ at) +0, (-) с, = const. 
8 
(29) 
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При in задача (27) однозначно разрешима, и при h-—oo, 
Ahn решение имеет вид 


од зи (&) g(a) [А [9% (0) sin ( ГИЯ at) +O.) ]— 
1 


—B[a" 0) sin(k [VG at) + 0,0) (30) 


‚ где k=Y]A], ® — некоторая бесконечно дифференцируемая функ- 


ция k, обращающаяся в нуль только при k=Rn, равная 


— 2i sin (k (и ax) +0 (#—!) при Е-ноо. 
8 Е 


Замечание. Если формулу (29) заменить на следующую 
эквивалентную ей формулу 


x 
о tka | Va@ dt 
(= М ° (1+0, (n)) — 
x 
— | У at 
—е (1+0, (и), (81) 
то она будет допускать дифференцирование любое число раз по х. 
Соответствующий аналог формулы (30) можно дифференцировать 
любое число раз по x и А. 

Доказательство. При достаточно больших # общее ре- 

шение уравнения (27) можно записать в виде 


y (x, Е) =Сиул(х, 2) +Coy_(x, Е), (32) 


где функции у+(х, К) определены в теореме 2. Из этой теоремы 
следует, что при k->0o 


х 
в (ую dt 
y (x, k) =Cyq-4 (хе ° (1 +0, (&)) + 
x 
“Al Va@ dt 


+ С:9 № (хе (1 +0, (k-")). (33) 


Подставляя функцию (32) в граничные условия задачи (27), по- 
лучаем для неизвестных. Сз, Сз систему 


С, у (0, &) + Сьу- (0, k) =A, 
Cy у (1, &) + Coy- (1, =B, (34) 
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которая, в силу той же теоремы, при k->co приобретает вид 
ЕС, (1 + O(k-')) + С, (1 + O(k-)) = Ади (0), 


1 
| ik) Va@ at 
{Cie ° (1 + O(k")) + 
1 
и | Vom 4. 


(+ Се ° (1-+0(&—1)) = Bg" (1). (35) 


Определитель системы (34) обозначим через w(k). Так как 
у=(х, k)=C~([0, 1] Х[№, 00)), то шеС® ([№, со)). А из (35) сле- 
дует, что 


w (#) = — 211 [Ё ГИ at) +0(k-), Е— оо. (36) 
о 


При тех А, для которых w(k)=0, однородная система (34) 
. имеет нетривиальное решение (C;, C2), и соответствующая функция 
y(x, Е) будет собственной функцией задачи (27). При остальных 
К система (34) и, значит, задача (27) однозначно разрешимы. Та- 
ким образом, собственные значения An задачи (27) с |№м| №1 
можно найти, приравняв нулю правую часть равенства (36). 
Оставляем читателю доказать, что решения полученного уравнения ` 
имеют вид (28). Если w(kn)=0, то решения однородной систе- 
мы (35) имеют вид С›=—С1(1+0 (Ё„-!)). Подставив эти значения 
в формулу (33), получим выражение (29) (или (31)) для собст- 
венных функций. Решив систему (35) при 252Ё„ и подставив реше- 
ние в (33), получим формулу (30). № 

Прежде чем переходить к случаю, когда A+ со, дадим еще 
одну физическую интерпретацию решений задачи (27). Если счи- 
тать координату х временем, а у — ‘положением материальной точ- 
ки на оси у, то уравнение (27) принимает форму второго закона 
Ньютона и описывает движение материальной точки единичной 
массы по оси у в поле сил, равных F=Aqg(x)y. Если ^<0, то эта 
сила направлена в сторону, противоположную отклонению точки 
от начала координат. Поэтому при ^<0 решения задачи (27) — 
осциллирующие, и они осциллируют тем сильнее, чем больше [A]. 
При ^>0 сила F направлена в ту же сторону, куда отклонилась 
‚движущаяся точка. Поэтому ясно, что если ^»1, то при любых A 
и В движение из положения у=А в у=В за фиксированное время 
от х=0 до х=1 можно осуществить только следующим образом: 
сначала резким толчком материальная точка должна быть пере- 
ведена из положения у=А в достаточно малую окрестность начала 
координат у=0, где сила F мала. Там она должна двигаться почти 
все время. Затем в момент времени, близкий к х=1, она должна 
выйти из этой окрестности и, быстро разгоняясь под действием 
большой силы F=Aq(x)y, пройти в момент х=1 через положение 
у=В. График такого движения изображен на рис. 1. При этом 
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движения OT положения Y=A в некоторую окрестность точки у=0 
и из нее в точку у=В должны быть тем резче, чем больше A. 

Описанное выше решение задачи (27) при A>1 можно было 
бы получить с помощью метода сращивания асимптотических раз- 
ложений (см., например; [91]): Запишем уравнение (27) в виде 
ey”—q(x)y=0, 2=A-+>0. Решением предельного уравнения 
(e=0) является функция у==0, не удов- 
летворяющая граничным условиям. Поэ- 
тому главным членом асимптотического 
разложения решения задачи (27), сог- 
ласно методу сращивания, будет функ- 
ция у==0, к которой надо добавить пог- 
ранслойные слагаемые. Эти слагаемые 
удовлетворяют граничным условиям и 
экспоненциально убывают при отходе от 
концов отрезка [0, 1]. Таким образом, 
метод сращивания приводит к решению, Рис. 1 
изображенному на рис. 1. Мы ограни- 
чимся здесь этим минимальным описанием возможностей метода 
сращивания, поскольку гораздо проще получить асимптотику при 
Aco решения задачи (27) (в том числе и строгое обоснование 
рисунка 1) с помощью теоремы 2. 

Теорема 5. При ^-—>- со решение задачи (27) имеет вид 


uo | Ye A 
y(n) = Al] ео (1 +0, (#')) + 
x 
: в [| Удо dt 
iz j-14 - 
Ble | Мол —')). 
а В (1 +0, (=) 


Это асимптотическое разложение допускает дифференцирование 
любое число раз nox uk, 

Доказательство. Надо записать общее решение уравне- 
ния (27) в виде у=С1у. + Сзу-, где функции Ys определены в тео- 
реме 2, и определить константы Си, C2. из системы, которая полу- 
чится, если потребовать, чтобы функция у удовлетворяла гранич- 
ным условиям задачи (27). Подставив после этого вместо y+ их 
асимптотические разложения (10), получим утверждение теоре- 
мы 5. № Заметим, что в теоремах 3—5 можно выписать соответ- 
ствующие асимптотические разложения с точностью до О (Ё—). 

Литературные указания и дополнения. Мы совсем не останав- 
ливались на поведении решений уравнения (1) при k->oo в ок- 
рестности точек поворота (точек хе, в которых Ффункния g(x) 
обращается в нуль), а также на изучении асимптотики решений 
при комплексных k, |Ё|-=со. Подробнее с методом BKB для обык- 
новенных дифференциальных уравнений и, в частности, с указан- 
ными вопросами можно познакомиться по работам [52, 54]. 
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Глава Ш 


УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА И ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 


В этой главе решается задача Коши для общих уравнений в 
частных производных первого порядка (в том числе для уравне- 
ний Гамильтона — Якоби), изучается связь между корректностью 
задачи Коши для уравнений высокого порядка и систем и харак- 
теристичностью начальных поверхностей, решается вопрос об 
отыскании характеристических поверхностей. Результаты,  полу- 
ченные в этой главе (и особенно в $ 2—4), существенно исполь- 
зуются в гл. IV, У, XI. Они так часто бывают необходимы, что 
давно должны были бы найти отражение в обязательных универ- 
ситетских и вузовских курсах. 


$ 1. Квазилинейные уравнения с частными 
производными первого порядка 


В случае двух независимых переменных X= (хи, х2) это уравне- 
ние имеет вид 


В, Щи, + fe (x, Ц Ue, = Ь(х, и). (1) 


Решением уравнения (1) называется непрерывно дифференцируе- 
мая функция и=и(х), обращающая уравнение в тождество. Пусть 
QCR*x,u) — область, в которой рассматривается уравнение (1). 
Предполагается, что в Q функции [+ непрерывно дифференцируемы 
и [2 (х, и) +/%2(x, и) 5-0. Последнее означает, что уравнение (1) не 
вырождается и в каждой точке Q является дифференциальным. 

Исследование уравнения (1) сильно упрощается после перехо- 
да на язык геометрии. Уравнение (1) определяет в © гладкое не- 
вырожденное векторное поле f= (р, fo, fs), Б=Ь(х, и), 1<]<3. 
Пусть и=и(х) — решение уравнения (1). Bextop v= (Ur, Uy,» 
—1) ортогонален графику решения, a уравнение (1) означает, 
что скалярное произведение векторов [и V равно нулю, т. е. эти 
векторы ортогональны. Последнее эквивалентно тому, что f лежит 
в касательной плоскости к графику решения. Таким образом до- 
казана 

Теорема 1. Непрерывно дифференцируемая функция и= 
=и(х) тогда и только тогда является решением уравнения (1), 
когда ее график в каждой своей точке касается векторного поля f. 
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Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных урав- 
нений, порожденную векторным полем f: 


в.) Рей, H=hew. @ 
Она называется характеристической, а фазовые кривые этой сис- 
темы (проекции интегральных кривых в пространство R%x,u)) — 
характеристиками. Соотношения (2) выражают тот факт, что век- 
тор, касательный к фазовой кривой, пропорционален вектору f, 
т. е. характеристики касаются векторного поля {. 

Лемма 1. Если характеристика с имеет общую точку с по- 
верхностью $, являющейся графиком решения и=и(х) уравне- 
ния (1), то она целиком принадлежит $. 

Доказательство. Пусть (x, и) — общая точка o и $, в — 
значение параметра т на о, соответствующее этой точке. Обозна- 
чим через о’ кривую на $ : хи=хи(т), х2= хз (т), и=и(хн (т), ха(т)), 
где х! (т), х2(*) определяются из системы: 

dx; 


A =f Gu), =, и), =.  @) 


В точках . кривой о’ справедливы и соотношения (3), и уравне- 
ние (1). Подставляя (3) в (1), получаем, что вдоль о’ du/dt=fs. 
Значит, 0’ является фазовой кривой системы (2). А так как через 
любую точку (х, и) может проходить только одна фазовая кривая 
системы (2), тоди о’ совпадают. № . : 

Пусть {04} — семейство гладких кривых в RX, ЕЕК! — «но- 
мер» кривых этого семейства. Будем говорить, что поверхность $ 
составлена из кривых оз, если через каждую точку поверхности $ 
проходит некоторая кривая указанного семейства и эта кривая 
принадлежит $. 

Теорема 2. Непрерывно дифференцируемая функция и= 
и(х) тогда и только тогда является решением уравнения (1), когда 
ее график составлен из характеристик. 

Доказательство. Пусть и=и(х) — непрерывно диффе- 
ренцируемая функция и ее график $ составлен из характеристик. 
Так как для любой точки (x, и) =5 вектор f=f(x, и) касается ха- 
рактеристики, проходящей через эту точку и принадлежащей 5, 
то f лежит в касательной плоскости к 5. Следовательно, в силу 
теоремы 1 функция и является решением уравнения (1). Наоборот, 
если и=и(х) является решением уравнения (1), то через каждую 
точку ее графика $ можно провести характеристику, которая в 
силу леммы 1 будет принадлежать $, т. е. S составлена из харак- 
теристик. 

Таким образом, теорема 2 сводит нахождение решений квазн- 
линейного уравнения к отысканию его характеристик. Она же 
позволяет и решить задачу Коши для квазилинейного уравнения, 
которая состоит в следующем. Пусть 6 — непрерывно дифферен- 
цируемая кривая в ?, (без самопересечений) и uo — непрерывно 
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дифференцируемая функция на 6. Решением задачи Коши для 
уравнения (1) называется решение уравнения, принимающее за- 
данные значения Uo на 6. 

Обозначим через В кривую в R%x,u), являющуюся графиком 
функции Uo, определенной на 6. Точка (хо, и?) кривой В называет- 
ся нехарактеристической, если проекция f вектора f(x, и) на 
плоскость и=0 не касается в точке хо кривой 6 (рис. 1). Пусть 
ж= и (#), X2=%2(E), E=R!, — параметрическое задание кривой 6, 
причем 21(5), х2(Е)©С' и (х1,)? + ((%2,)? 4 0. Пусть и=ш(Е) — 
значение функции и в точке х(&) =. Нехарактеристичность точки 

(х, u°) означает, что 


rig), 2 |120, (4) 
В 0°, и), fa (2°, Ш) 


Здесь & — значение параметра &, соответ- 
ствующее точке (хо, 0). 

Теорема 3. В некоторой окрестности 
нехарактеристической точки существует и 
единственно решение задачи Коши. График 
этого решения составлен из характеристик, 

Рис. 1 выпущенных из точек кривой В (см. рис. 1). 

Доказательство. Проведем из то- 

чек кривой В характеристики. Для этого надо решить систему (2) 
с начальными условиями: : 


Xy|rm0 = %1 (8), %glr—0 =%2(E), Ulr—o = Шо (5). 


Получим зависящее от параметра Е семейство характеристик: 
ж=жи(т, &), хж=хо(т, ), u=u(t, &). (5) 


Если уравнения (5) определяют непрерывно дифференцируемую 
функцию и=и(х), то в силу теоремы 2 эта функция будет иско- 
мым решением задачи Коши. В силу хорошо известных теорем о 
дифференцируемости решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений по начальным условиям и параметру’ функции (5} 
будут непрерывно дифференцируемо зависеть от ти &. Значит, 
для доказательства существования решения задачи Коши доста- 
точно показать, что в некоторой окрестности точки т=0, Ё=& 
первые два из соотношений. (5) можно разрешить относительно т 
и ЕЁ. Для этого, в свою очередь, достаточно, чтобы при т=0, &=№ 
якобиан , i 


Xie, X2 
a= * * (6) 
М» № 


был отличен от нуля. Отличие от нуля якобиана A следует из ус- 
ловия (4) и системы (2). Таким образом, доказано, что характе- 
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ристики, выпущенные из точек кривой В, определяют в окрест- 
ности точки (х9, и0) ЕВ решение задачи Коши. Единственность 
этого решения вытекает из леммы 1, согласно которой график 
искомого решения должен содержать характеристики, выпущев- 
ные из точек кривой В. № Иа 
Замечания. 1. Опишем ту окрестность «<К?, точки 2, 
в которой существует решение задачи Коши. Проекция характе- 
ристики в координатную плоскость (хи, х) называется лучом. 
Грубо говоря, область ® можно определить как область, в KOTO- 
рой лучи, выпущенные из разных точек начальной кривой 6, не 
пересекаются. А точное утверждение, которое вытекает из доказа- 
тельства теоремы 3, состоит в TOM, что в качестве ® можно вы- 
брать область, в которой якобиан (6) перехода от лучевых коор- 
динат (т, &) к декартовым х= (хи, х) отличен от нуля. Отметим 
еще, что характеристики, из которых составлен ще решения 
задачи Коши, зависят от значения функции и на 6. Значит, лучи 
и область @ также зависят от значения и на 6. 
2. Полученные в этом параграфе результаты очевидным `обра- 

зом переносятся на случай п независимых переменных. Уравнение 
{1) в этом случае имеет вид 

п 

УР, 4 ue, = рн (%, и), (7) 

j= 
rye 


. п 
= (Hy ..., №), („еб Вии У #0 BQ 
= 


Оно определяет в Q гладкое невырожденное векторное поле f= 


== (|, ..., [п+1). Характеристики определяются как фазовые кривые 
системы: 


dxj_ _ 
dt 


fi (x, и, 1<j<n, = = fri (х, и). 


В качестве начальных условий в задаче Коши для уравнения (7) 
задается значение функции и на некоторой гиперповерхности 
6cR", (размерности n—1). Для уравнения (7) справедливы точ-. 
ные аналоги теорем 1—3. 


$ 2. Общие уравнения с частными производными 
первого порядка 


Мы остановимся сначала на случае уравнений с двумя незави- 
симыми переменными X= (хи, X2): 


Н (ха, Хь, и, из, из) =0, (8) 


где Н — некоторая вещественнозначная дважды непрерывно диф- 
ференцируемая функция своих аргументов, а решением называет- 
ся дважды непрерывно дифференцируемая функция и=и(х), обра- 
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щающая уравнение (8) в тождество. Обозначим 


Ux, = Ра, Ur, =P, и и; = (Ux, и), р = (ра, Р»). 
Тогда уравнение (8) перепишется в виде 
Н(х, и, р) =0. (9) 


Предполагается, что в каждой точке области пространства 
R%@,u,p) в которой ишутся решения уравнения (8), выполяено ус- 
ловие: Р 


(Нд + (Ни) +0. (10) 


Это означает, что рассматриваемое уравнение не вырождается и 
.- в каждой точке является дифференциальным. 

Дадим геометрическую иллюстрацию уравнения (8) и его реше- 
ний. Сделаем это кратко, поскольку в дальнейшем этими геомет- 
рическими представлениями мы пользоваться не будем. Уравне- 
ние (8). определяет в пространстве К3»,и) семейство конусов 
K=K(x, и), называющихся конусами нормалей. Они зависят от 
точки (х, и) как от параметра. Конус К имеет вершину в точке 
(x, и) и состоит из прямых, проходящих через эту точку и парал- 
лельных векторам (ра, P2, —1), где значения Py и рз связаны соот- 
ношением (9). Если и=и(х) — гладкая функция и SCR? — ee 
график, то вектор нормали к $ имеет вид С (их, и», —1), C= 
=const. Значит, дважды непрерывно дифференцируемая функция 

и тогда и только тогда будет решением 

и K* уравнения (8), когда в каждой точке (x, 

№ и) ее графика S нормаль v к S принадле- 
жит K(x, и). Пусть К — произвольный ко- 
nyc в АЗ. Огибающая семейства плоскос- 
тей, ортогональных к образующим К, назы- 
вается конусом, двойственным конусу К. Ко- 
nyc K*=K*(x, и), двойственный конусу нор- 
малей, называется конусом Монжа. Таким 
образом, дважды непрерывно дифференци- 
руемая функция и тогда и только тогда 
Рис. 2 будет решением уравнения (8), когда ее гра- 

фик $ в каждой точке касается соответ- 

ствующего конуса Монжа. Образую- 

щие, по которым $ касается конуса Монжа, определяют па $ век- 
торное поле, из интегральных кривых которого составлена вся 
поверхность $ (см. рис. 2). Однако, в отличие от квазилинейного 
случая, мы не знаем заранее, какой именно образующей конуса 
Монжа коснется поверхность $. Поэтому система обыкновенных 
дифференциальных уравнений, определяющая характеристики, из 
которых составлена | Seni не только (хи, Хз, и), нои (P1, 2). 
Эту систему можно было бы получить из приведенных выше гео- 
метрических представлений. Мы выпишем ее без ‘дополнительных 
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пояснений, а затем подробно остановимся на ее отношении к урав- 
нению (8). 

Следующая система обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний называется характеристической: 


| = Ho №, р), 
{ = (p, Нь(х, и, Р)), (11) 
P= — He (x, и, p) — pHa (®, и, p)- 


Здесь Н’р обозначает вектор (Hp,, Н»,), Hx= (Hx, Н»), первая и 
третья строчки в (11) представляют собой равенства векторов и 
являются краткой записью следующих четырех уравнений: 


Gt = Hy, 6 =1,2; PA = — He, —p, Hy 1=1,2. 


«кобками <-, -> здесь и ниже обозначается скалярное произве- 
дение векторов. 
Лемма 2. Функция Н является первым интегралом системы 
(11), 7. e. H=const вдоль решений системы a 1). 
Доказательство. Производная dH/dt в силу системы 


равна 
dH} ’ dx т ‚ du ’ а 
= (He ще) + Hee + (He и). 


Подставляя сюда выражения для производных по т из систе- 
мы (11), убеждаемся, что dH/dt=0. № 

Определение. Фазовые кривые системы (11) (проекции 
интегральных кривых в пространство R%x,u,p)}, вдоль которых 
Н==0, называются характеристическими полосами, их проекции в 
зи) называются характеристиками (несущими данную полосу), . 
а проекции в А?, — лучами. Иногда характеристиками также на- 
зывают характеристические полосы и любые фазовые и интеграль- 
ные кривые системы (11). 

Для системы (11) справедлива теорема существования и един- 
ственности, т. е. через каждую точку (x, и, р), такую, что 

Н(х, и, р) =0, (12) 

проходит и притом единственная характеристическая полоса. Ха- 
рактеристики же не определяются однозначно точкой (х, и). Дей- 
ствительно, к любой точке (х, и) можно различными способами 
дописать вектор р так, чтобы было выполнено соотношение (12). 
Этим разным начальным наборам будут соответствовать, вообще 
говоря, разные характеристические полосы. Их проекции в АЗ) 
определят, вообще говоря, разные характеристики, проходящие 
через одну и ту же точку (x, и). : 
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Пусть и=и(х) — дважды непрерывно  дифференцируемая 
функция. Через Г, обозначим график вектор-функции (4, и’х), т.е. 
множество точек {жи, Хз, U(X), их, (x), и», (х)} в Reeup . 

Лемма 3. Если функция и является решением уравнения (8} 
и характеристическая полоса Х имеет общую точку с Ги, то У це- 
ликом принадлежит Ги и, значит, несущая ее характеристика o при- 
надлежит графику $ функции и. 

. Доказательство. Пусть (x, 19, р?) — общая точка Хи 
Tu и т — значение параметра т Ha Х, соответствующее этой точ- 
ке. Обозначим через / кривую х=#1(т), »=%2(т) в Ю?;, где X(t) 
определяется из системы 


(Gt = Hy, @,4@),u', г-н. =. = (9 


Пусть 3’ — кривая на Ty, лежащая над [, т. е. Х’ задается урав- 
нением 


(x, и, р) =( (1), и (9, PCO), (14) 
Tae ~ , ~ 
H(t) м (< (9), Ри (® = ue, & (9), =1,2. (15) 


Для доказательства леммы 3 достаточно показать, что вектор- 
функция (14) удовлетворяет системе (11). Поскольку Х и 2’ имеют 
общую точку, соответствующую значению параметра t=%, а для 
системы (11) справедлива теорема существования и единствен- 
ности, то отсюда будет следовать, что фазовые кривые Х и У” 
совпадают, т. е. ХсГи. Из (13) и (14) следует справедливость 
первого из уравнений системы (11) для вектор-функции (14). 
Дифференцируя первое из соотношений (15) и учитывая осталь- 
ные равенства (15), получаем du/dt=<p, dx/dt>. Подставляя 
сюда уже доказанное для вектор-функции (14) первое из равенств 
(11), получаем для этой вектор-функции второе уравнение систе- 
мы (11). Далее, функция и является решением уравнения (8). 
Дифференцируя это уравнение по хи и х2, получаем 


Hy, + Hap, + Hp, (Pde + Ho (Pade, =0, 
Hy, + Нирь + Hp, (Pin + Hp, (ра), = 0, 
THe Py=U),, Py=u,, и, значит, (P\), = (рз),. Заменим в первом 
уравнении (р), на (ру). ‚а BO втором (р), —на (рз),, и подставим 
всюду x = X(t). Учитывая (15), получим 
ды Но + д. Ны= — Hy, — 3, Ни i=1,2, 


где производные от Н берутся в точке (14). Левые части последних 
равенств в силу уже доказанного для вектор-функции (14) ae 
вого из соотношений (11) равны соответственно 4р!/4т и dpo/ 
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Это доказывает справедливость для вектор-функции (14) послед- 
него равенства системы (11). № 

Будем говорить, что для функции u=u(x) график Ги вектор- 
функции (и, u,) = (и, и, Uy) составлен из характеристических по- 
лос, если через каждую точку Ги проходит характеристическая 
полоса и эта полоса ‘целиком принадлежит Ги. Другими словами, 
это означает, что график 5 функции и может быть так составлен 
из характеристик (напомним, что характеристики не определяются 
однозначно точкой (хи, хе, и), через которую они проходят), что 
вектор р= (ра, Pz), равный (их., и»,), будет дополнять характерис- 
тику до характеристической полосы. 

Теорема 4. Дважды непрерывно дифференцируемая Функция 
и=и(х) является решением уравнения (8) тогда и только тогда, 
когда график Г. вектор-функции (и, и’.) составлен из характе- 
ристических полос. ‘ 

Доказательство. Пусть функция и — решение уравнения 
(8). Через каждую точку графика Ги можно провести характерис- 
тическую полосу, которая в силу леммы 3 будет принадлежать Ги, 
т. е. Г, составлена из характеристических полос. Наоборот, пусть 
функция и — дважды непрерывно дифференцируема и график Ги 
составлен из характеристических полос. Тогда график $ функции 
составлен из характеристик, несущих эти характеристические по- 
лосы, и в каждой точке (x, и) eS вектор Uy = (Uz,, и.) совпадает 
с компонентой р= (р, P2), дополняющей характеристику до ха- 
рактеристической полосы. А так как Н (х, и, р) =0 вдоль характе- 
ристической полосы, то, значит, функция и удовлетворяет уравне- 
нию (8). М 

Пусть 6 — дважды непрерывно дифференцируемая кривая 
(без самопересечений) в К?,. Решение уравнения (8), совпадаю- 
щее с заданкой дважды непрерывно дифференцируемой функцией 
Up на 6, называется решением задачи Коши. Пусть х=х(Е), 
$=К', — пнрамнтриченое задание кривой В, где х(Е) ЕС?, 
(Xig)? + (11) 4 0, и и=ш(Е) — значение функции ш при x= 
=x(&)eb. Если известно значение и на b, то известна и производ- 
ная от и по направлению кривой 65. Это приводит к следующему 


соотношению для производных ил, ив точках кривой 6: (uz, ж)= 


= ();. Кроме того, если и — решение уравнения (8), то это урав- 
нение должно быть выполнено, в частности, в точках кривой 6. 


Получаем еще одно соотношение для и,, и, в точках 5. Таким 

образом, задание решения уравнения (8) на 6 определяет в точках 

кривой 6 и‘производные р, (5) =, (x), x=x(S)eb, i=1,2. Они 
находятся из системы 

[© д (®)) = HO, 

Н (= (9), uo (E), р =0. 


Пусть система (16) при Ё=[а, В] имеет ровно М решений 
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(16) 


p=pi(t), 1<]<М, причем 
(х: ());, (% (9), 
Нр(х, и, P), Hy, (%, и, p) 


Здесь x=x(E), и=ш(Е), p=pi(E), E][a, В], 1<]<М. Условие (17) 
обеспечивает возможность применения к системе (16) теоремы о 
неявной функции. Значит, существует =>0 такое, что pie=C? при 
$e(a—e, В+е). Через 6” обозначим отрезок кривой 6, для кото- 
рого §&[a, В]. 

Теорема 5. Пусть система (16) при £&[a, В] имеет ровно 
М решений, причем выполнено условие (17). Тогда в некоторой 
окрестности mCR*, отрезка 5’ задача Коши 


Н(х, и, и.) =0, и(х)=ш({) при х=х( Ее (18) 
имеет ровно М решений. Графики вектор-функций (и, u's) для. 
этих решений составлены из характеристических полос систе- 
мы (11), выпущенных из точек | 


{х, и, р) [== (х(&), ш(Е), 23 (&)), 1<]<М, a—e<t<f+e. (19) 


Доказательство. Существование. Как уже отмеча- 
лось, решения pi(£) системы (16) определены и являются дважды 
непрерывно дифференцируемыми функциями & в некоторой окрест- 
ности отрезка [а, В]. Проведем характеристические полосы с на- 
чальными данными (19). Зафиксируем j=[1, М] и в дальнейшем 
этот индекс всюду ниже будем опускать. Из стандартных теорем 
существования и единственности решения и дифференцируемостк 
решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений по 
начальным данным вытекает, что решение 

(x, и, р) = (х(т, 8), ш(т, 8), p(t, 9) (20) 
системы (11) с начальными условиями (19) определено и является 
непрерывно дифференцируемой функцией т, Ё при т| <а, 
а—е› <<< В- а», если & и & достаточно малы. 

Опрёделяемый формулой (20) переход от лучевых координат 
(т, Е) к декартовым x= (x1, X2): 

х=х(т, &) (21) 
является невырожденным в некоторой окрестности @CR,2 отрезка 
5’ кривой 6. Действительно, из системы (11) и условия (17) 
следует, что при т=0 и Ёе=[а, В], то есть при xb’, якобиан за- 
мены (21) отличен от нуля: 


i, Ce 
(ade (6 


Значит, это же верно и в некоторой окрестности w отоезка $”. 
Тогда при хех систему (21) можно разрешить относительно 
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#0. (17) 


0. (22) 


(т, &), и равенства (20) будут определять в этой окрестности 
(u,p) как непрерывно дифференцируемую функцию x. График 
построенной функции и состоит из характеристик. Если мы пока- 
жем, что при этом 


(и, и,) = (Pr» Pa)» (23} 


то это будет означать, во-первых, что функции UL, и, непрерывно 
дифференцируемы, т. е. функция и — дважды непрерывно диффе- 
ренцируема, и, во-вторых, что график вектор-функции (и, U’x) со- 
ставлен из характеристических полос (20), и, значит, функция и: 
в силу теоремы 4 является решением задачи Коши. 

Для того чтобы показать справедливость соотношения (23), 
рассмотрим следующие две комбинации U=U(t, &) и У=У(т, &) 
решений (20) системы (11): 


И=ш — (р, ж), 


: ; (24) 

У=ш— (р, x). 
Как уже отмечалось, в ® замена переменных (21) невырождена, 
и, значит, для построенной функции ий справедливы равенства 


ug = (Uz, ж), Ue = (Ux, Xt). 


Отсюда в силу (22) будет вытекать (23), если И==У==0. Таким 
образом, для доказательства существования М решений задачи 
Коши (18), для которых графики вектор-функций (и, u’x) состав- 
лены из характеристических полос, выпущенных из точек (19), до- 
статочно показать, что U=V=0. 

Тот факт, что У==б, непосредственно следует из системы (11). 
Про И известно пока только, что И|.==0. Это вытекает из перво- 
го уравнения системы (16). Как уже отмечалось, решение (20) 
задачи (11), (19) непрерывно дифференцируемо по ти &. Тогда 
правые, а значит, и левые части системы (11) обладают этим 
свойством. Таким образом, существуют и являются непрерывными 
производные 02х/0т0Е, 0?и/0т0Е. Дифференцируя первое из равенств 
(24) по т, а второе — по & и вычитая одно из другого, получаем 

a ду И ия 
ae — (Ре ж) + (рь м). 


Подставляя сюда значения р’. и x’, из системы (11) и учитывая, 
что У==0, находим 
Lm (Hy 2) + (р, 8) Hat (Dis НУ. 


С другой стороны, продифференцировав по & тождество H=0,. 
получим, что 


(Hy, ж) + Haug + (Hp, pe) =0. 
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Значит, 0U/dt= —H’,,U. При фиксированном Ё это уравнение яв- 
ляется линейным обыкновенным дифференциальным уравнением 
относительно И как функции т. Вместе с условием И|.—=0 это 
приводит к тому, что И==0. Существование интересующих нас ре- 
шений задачи Коши доказано. 

Единственность построенных решений является следст- 
зием теоремы о единственности решений характеристической сис- 
темы обыкновенных дифференциальных уравнений (11), посколь- 
ку для любого решения и график вектор-функции (и, и’,) в силу 
теоремы 4 составлен из характеристических полос, а задание 
функции и на 6 приводит, как это было показано при выводе сис- 
темы (16), к заданию начальных точек для этих характеристиче- 
ских полос. № 

Замечания. 1. Как и в случае квазилинейного авнения, 
легко описать ту окрестность «с-К?, отрезка 6’ кривой 6, в кото- 
рой существует решение задачи Коши (18). Из доказательства 
теоремы 4 видно, что в качестве @ можно взять область, в которой 
якобиан (22) перехода от лучевых координат (т, &) к декартовым 
отличен от нуля. Несколько неточно эту область можно опреде- 
лить как такую, в которой лучи, выпущенные из разных точек на- 
чальной кривой, не пересекаются. 

2. Полученные результаты очевидным образом переносятся на 
случай п независимых переменных X= (21, ..., Xn) ЕК". Уравнение 
(8) в этом случае имеет вид р 

H(x, и, р) =0, (25) 


где р= (ри, ..,Р"), pj=Ou/Ox;, функция Н — вещественнозначная и 
2 (Hp) #0. Характеристическая система обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений теперь состоит из 2n+1 уравнений 


{ dx й 
= = Нр(х, и, р), 
и = (р, Hp (% и, 9), (26) 
iT 
dp , , 
в — Hy, (x, и, р) —РНи(х, и, р). 
Здесь Н’р — это вектор (Hp, ...,Hp,), аналогичный смысл 


имеет H’,. Один раз, для ясности, мы распишем эту систему по- 
координатно: 


det = Нь, (х, и, р), 1<i<n, 


dt 
du ; 
. = = ХРЕНЬ, (% и, р), 
=. =—Н;, (x, и, р) — р: Ни(х, и, р), 1Si<a. 
iT 
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График Г„ вектор-функции (и, u’x) будет п-мерной поверхностью 
в Rint, Начальные данные задачи Коши задаются теперь на 
рожи. неп gros дифференцируемой (n—1)- Ee. поверх- 
ности * 5 Re. Пусть 6 задано уравнениями x=x(E), E= (E,... 

wey En—4) Eee A, rie х(Е) еС?(Е”—1) и ранг матрицы Якоби дх/дЕ 
равен п—1. Пусть и=ш(=) при х=х(Е) ЕЁ, шеС?(К”-!). Тогда 
значения на b производных от решений уравнения (25): р(Е) = 
=и’.(х), х=х(Е) еЬ будут решениями системы, аналогичной сис- 
теме (16), 


(р, %,()) =u, ®, 1<i<n—l, 7 
Н (x (8), up (€), р =0 


Леммы 2, 3 и теоремы 4, 5 при хе", n>2, доказываются аб- 
<олютно так же, как и при п=2. Так, теорема 5 в этом случае 
будет иметь следующий вид. Пусть U — ограниченная область з 
Кт-— и система (27) при E=T имеет ровно М решений, р=р? (Е), 
1<j<M, причем при ЕЙ и р=р} (Е) 


In@®@k ... № 


аа, № ФЕ , 
Hp, (x (®), ш (®), р), «+» Hp, (х ©, ш (8), р) 


Это условие обеспечивает возможность применения к системе (27) 
теоремы о неявной функции, так что функции pi(E) будут опреде- 
лены и непрерывно дифференцируемы (при соответствующей нуме- 
рации), когда Ё принадлежит некоторой окрестности И. компакта 
0. Через 6’ обозначим‘ часть поверхности 6, для которой Ёе0. 

Теорема 5’. Пусть система (27) при каждом =O имеет 
ровно М решений р=р? (Е), причем выполнено условие (23). Тогда 
в некоторой окрестности вс", поверхности b’ задача Коши 


Н(х, и, и'.) =0, u(x) =uo(E) при х=х(&) eb 


имеет ровно М решений. Графики вектор-функций (и, u's) для 
этих решений составлены из характеристических полос, зыпущен- 
ных из точек 


(x, и, р) leo = (< (8), 4 (5, P(E), 1<]<М, EGU: (29) 
3. Есть два часто встречающихся случая, когда условия теоре- 
мы 5 и теоремы 5’ можно упростить: если 1(&) =Ш=соизё или 


поверхность 6 параллельна одной из координатных гиперплоскос- 
тей. 


* Под поверхностью здесь и всюду ниже понимается (гладкая) поверхность 
без самопересечений. 
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Если uo(€) =uo=const, то первые (п—1) уравнения системы (27) 
означают, что вектор р ортогонален J, т. е. p=C(E)p%E), где 
С(&)еК\, а р°(Е) — вектор нормали (в К”) к b единичной длины- 
Направление вектора p°(—) выберем произвольным, но непрерывно: 
зависящим от Ё. Таким образом, в рассматриваемом случае систе- 
ма (27) эквивалентна уравнению 


H(x(&), uo, Ср?(Е)) =0 (30) 


для функции С=С(=). Пусть С=С;(&), ЕЕЙ, 1<]<М, — ее ре- 
шения. Тогда pi(§) =С; (2) р°(Е), а условие (28) превращается. B 
следующее: 


EHO to» СР) #0 при C=C), FET, 1<1<Мм. Gp 


Действительно, поскольку x=x(E) — уравнение поверхности 6 и 
ранг матрицы дх/0Ё равен п—1, TO векторы XE, (&) лежат в каса- 
тельной плоскости к 6 и линейно независимы. Значит, условие (28) 
эквивалентно требованию трансверсальности 6 и вектора У»Н, 
т. е. условию 


{2° (8), Vp HT (x (E)s tor С, (8) р° (5))) #0, EGU, 1<1<М. 


Последнее, очевидно, совпадает с условием (31). 

Рассмотрим теперь случай, когда поверхность 6 параллельна 
одной из координатных гиперплоскостей. Пусть, например, В сов- 
падает с гиперплоскостью x4=a=const. Тогда в качестве локаль- 
ных координат на В можно взять Ё=х/ = (х», ..., Xn). В этом случае 
первые (п—1) уравнений системы (27) будут определять р’= 
= (Po, .., Pn) при xed: р; (х’) =Aup(x’)/Ox;, j>2. Таким образом, в 
рассматриваемом случае система (27) эквивалентна уравнению 


Н(а, x’, uo(x’), pi, p’(x’)) =0 (32) 
для pi, а условие (28) эквивалентно требованию простоты корней 
этого уравнения: H,,340 в корнях уравнения (32). 


$ 3. Уравнение Гамильтона — Якоби 


Уравнение Гамильтона — Якоби имеет вид 
Н(х, p)=0, p=u's. (33) 


Это частный (и очень важный) случай уравнения, рассмотренного 
в предыдущем параграфе. Уравнение (33) отличается от уравне- 
ния (25) только тем, что функция Н (вещественнозначная) в (33} 
не зависит явно от и. Конечно, все результаты предыдущего пара- 
графа остаются справедливыми и для уравнения (33), но теперь 
характеристическая система (26) распадается на две: на 2n урав- 
нений для функций (х, р) и одно, из которого находится функ- 
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ция и: 
dx й 
ae = Hy (x, Р), 


йе (34) 
= =—Н.(* p), 
и = (р, Hy 9). (35) 


Функция H.=H (x, р) называется гамильтонианом, система (34) 
называется системой Гамильтона, а ее фазовые кривые (проекции 
интегральных кривых в А?”(..р)) — бихарактеристиками. 

Согласно теореме 5’ решение задачи Коши (33) сводится к 
отысканию характеристических полос системы (34), (35). По- 
скольку эта система распалась, мы можем сначала из системы Га- 
мильтона (34) и начальных данных (29) определить бихаракте- 
ристики, а затем, интегрируя вдоль них ‘уравнение (35), найти 
u(x). В этом и заключается основное отличие ‘рассматриваемой 
ситуации от общего случая. Прежде чем сформулировать теоре- 
му 5’ применительно к задаче (33), сделаем еще несколько заме- 
чаний. Точно так же, как и лемма 2, доказывается 

Лемма 4. Гамильтониан `Н является первым интегралом 
системы Гамильтона. 

Бихарактеристики системы Гамильтона (34), вдоль которых 
H=0, называются нулевыми, а их проекции в А", — лучами. 
Очевидно, проекции характеристических полос системы (34), (35) 
в Rp) являются нулевыми бихарактеристиками и любая нуле- 
вая бихарактеристика может быть дополнена с помощью решения 
уравнения (35) до характеристической полосы. В частности, отсю- 
да следует, что данное выше определение луча совпадает с опре- 
делением, приведенным в $ 2. 

Пусть, как и раньше, 6 — дважды непрерывно дифференцируе- 
мая гиперповерхность в А", заданная параметрически: х=х(&), 
{еА”-!, где x(E)]C2(R*™") и rank дх/0Е=п—1. Пусть и=щ() — 
значение функции и при x=x(E) и U — ограниченная область в 
Кт-! такая, что система (27) при ЕО имеет ровно М решений 
p=pi(t), 1<]<М, причем при ЁЕО0 выполнено условие (28). Через 
6’ обозначим часть поверхности 6, для которой EGU. Какив $2, 
из (28) следует, что функции р/=р?(Е) будут определены и непре- 
рывно етих бт когда & принадлежит некоторой окрест- 
ности И. компакта 0. Решая систему (34) с начальными условия- 
MH 


(х, р) [+=0= (x(E), Pi(E)), 1<j<M, EEU,, (36) 


получаем М семейств бихарактеристик x=x/(t, &), р=р:(т, Е) и 
соответствующих им лучей х=х? (т, &). Из последнего уравнения 
системы (27) следует, что построенные бихарактеристики нулевые. 
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Пусть ® — область в Rx, определенная в замечании | к $ 2, 
т. е. содержащая 6” область, в которой отличны от нуля якобианы 
перехода (т, §)—>x=xi(t, &) от лучевых координат к декартовым © 
(для каждого семейства лучей). Таким образом, в области ® имеет- 
ся М семейств выходящих из 6 лучей x=xi(t, Е), причем через 
каждую точку хе проходит ровно по одному лучу каждого се- 
мейства. Пусть х^=х%(х) — точка на 6, из которой этот луч вы- 
ходит. Отрезок этого луча, заключенный между точками х% их, 
обозначим через [», а соответствующий отрезок бихарактеристи- 
ки — через /.7,. Из теоремы 5’ следует 

Теорема 6. Пусть система (27) при каждом Ёе=0 имеет 
ровно М решений, причем выполнено условие (28). Тогда сущест- 
вует такая окрестность wR", поверхности b’, в которой имеется: 
М семейств лучей x=xi(t,£) системы (34), отвечающих бихарак- 
теристикам с начальными условиями (36), причем через каждую 
точку хе проходит ровно по одному лучу каждого семейства. 
и р (> (т, 5) ) ГО (х, 5) 5=0 при хе. | 

В области w задача Коши 


A(x, u's) =0, u(x) =и(8) при х=х(8) eb 
имеет ровно М решений и= и! (х). Эти решения равны 
ul (x) =u (xd) + СР, dx), xa. (37) 
i 
Ly 


и Vui(x) =p, ede (x, р) 4». 

Замечания. 1. Поскольку теоремы 5, 5’ и теорема 6 дока- 
зываются при одних и тех же предположениях о решениях систе- 
мы (27), то замечание 3 к $ 2 позволяет упрощать также и усло- 
вия теоремы 6. 

2. Довольно распространена ситуация, когда функция Гамиль- 
тона Н=Н(х,р) однородна по переменной р. Тогда формула (37) 
упрощается ‘и принимает вид и/(х) =и(х/о), т. е. функции и — 
постоянна вдоль лучей. Действительно, если у — порядок одно- 
родности функции Н по переменной р, ‘To 


[(р, dx) = ftp, H,) dt =v не, p)dv =0. 
ul, if Ц 


Первое равенство следует из (34), второе — из однородности Н, 
а третье вытекает из леммы 4 и последнего уравнения системы 
(27), определяющей начальную точку (36) бихарактеристики Li,. 

3. В геометрической оптике уравнение Гамильтона — Якоби 
называется уравнением эйконала, функция и — оптической длиной 
пути, а ее поверхности уровня — фронтами волн. 
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$ 4. Пример. Распространение световых волн 
в неоднородной среде 


В этом параграфе мы дадим пример использования развитой 
в предыдущем параграфе техники, а именно решим задачу Коши 
для уравнения 


(ui )® + (м. =n (x. д, (38) 


где n@=C~(R*), n(x1, x2) >0. Это уравнение возникает при изуче- 
нии высокочастотных установившихся колебаний. Действительно, 
если v=u(t, x1, х2) — решение волнового уравнения 


mn ne 7 
п (жа» Хз) Uy = Олл, + Ure, 


< переменным коэффициентом преломления n(x1,%2) и и имеет 
вид v(t, x1, хо) =ехр (121) ц (м, х2), то амплитуда ш является ре- 
шением уравнения Гельмгольца 


В „ 2 wee 

War, + Wx, + Pn (ха, %2) w= 0. 

Последнее уравнение при больших k имеет формальное асимпто- 
тическое решение вида 


ое Fg, (x) (ih), x = ep 5). (39) 
i=0 


Подставив функцию (39) в уравнение Гельмгольца, сократив на 
exp(ikS), собрав вместе члены при одинаковых степенях (ik) и 
приравняв их нулю, получим уравнения для определения функций 
$ иф.. В частности, приравняв нулю коэффициент при старшей 
степени (ik) (при (ik)?), получим уравнение (38) для фазы $. 
Напомним, что уравнение (38) называется уравнением эйконала, 
линии уровня функции 5 — фронтами волн, а проекции в Е?, фа- 
зовых траекторий системы (34) — лучами. 

Пусть известен некоторый гладкий волновой. фронт, т. е. S= 
==a=const на некоторой гладкой кривой 6 в Rx, заданной пара- 
метрически х=х(&), ESR', хеС®(Ю!). Мы приходим к задаче 
Коши для фазы $: 


(Si)? + (Si)? =n (x), 8(х(®) =a. (40) 

Метод решения этой задачи дается теоремой 6 и замечанием 1 

к ней и состоит в следующем. Выписываем уравнение (30). В рас- 

сматриваемой ситуации оно имеет вид С?(Ё) =п(х(&)) и имеет 

два решения С = = Уп (х (&) . Значит, решениями системы (16) 
будут. 

PE) =V n(x (5) P(E), P(E) = —V n(x(8)) р’ (9, 
где p°(§) —единичный вектор нормали к 6, направление которого 
выбирается произвольно, но непрерывно от Ё. При этом условие 
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(31), очевидно, выполнено. Значит, задача (40) в некоторой ок- -; 
рестности 6 имеет два решения. Они соответствуют волнам с фрон- 
том 6, распространяющимся в одну или другую сторону от 6. Для 
того чтобы построить указанные решения, выписываем систему : 
Гамильтона (34). В нашем случае она имеет вид 
= py i=1,2, 


é 


(41) 


Решив эту систему с начальными данными 
хо = x (8), ро = р’ (8), f= 1, 2, 
находим два семейства бихарактеристик: 
=! (т, 5), р=р! (в, 8), j=1, 2, (42) 


проекции которых в А?, называются лучами. Пусть wi — окрест- 
ность 6, в которой якобиан (22) для х=х}(т,Ё) отличен от нуля. 
Решения S=Si(x), j=1,2, будут определены при хе}, |=1,2. 
Зафиксируем индекс | и всюду ниже будем его опускать. 

В каждую точку хе приходит ровно один луч [ того семей- 
ства лучей, которое соответствует фиксированному j. Пусть [. — 
отрезок этого луча между b и точкой x, а Г, — соответствующий 
отрезок бихарактеристики. Тогда для определения решений рас- 
сматриваемой задачи можно воспользоваться любой из формул 


S(x) =а+ fp. ах) =a+ fV2@d, xEo, 
Ly le 


где p их на Ly имеют вид (42), а di — элемент длины луча Tx. 
Последнее равенство вытекает из уравнений (41) и леммы 4. 
Оставляем проверку этого факта читателю. 


$ 5. Характеристические поверхности для 
дифференциальных операторов высокого порядка, 
связь с корректностью задачи Коши 


Пусть Р(х,р) — многочлен порядка т по переменным p= 
= (рт, ..., Pn), коэффициентами которого являются бесконечно диф- 
ференцируемые функции х= (хи, ..., хи), и пусть 29/дх= (id/Ox,..., 
id/Oxn). Тогда P(x, {0/0х) — линейный дифференциальный опера- 
тор с характеристическим многочленом Р(х,р). Через Н=Н (х, р) 
обозначим старшую однородную часть многочлена Р(х,р), т. е. 
сумму тех одночленов многочлена Р, степень которых равна ли 

Пусть $ — гиперповерхность в АЮ",, задаваемая уравнением 
$(х) =0, зе С®(В”"), Ims=0, Vs(x)0 на $, а [=4(х) — беско- 
нечно дифференцируемое векторное поле в п-мерной окрестности U 
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точки XS, трансверсальное S. Полуокрестностью И. точки 
XoES будем называть множество точек {x : хеЕИ, s(x) >0}. 

Определение. Решением (локальной) задачи Коши для 
оператора Р называется функция ие=С”(0.), удовлетворяющая 
условиям: 


Р (x i=) u=f, xGU4, 
: (43) 
Olu 
ди 


=9, ХЕЗПО, 0<j<m—l, 


где |, pj — заданные функции. 

Определение. Направление вектора у= (м1, ...,У") назы- 
вается характеристическим в точке x (для оператора P), если 
Н(х, у) =0. Поверхность $ называется характеристической в точке 
хе, если вектор v нормали к $ в этой точке имеет характери- 
стическое направление. Поверхность называется характеристиче- 
ской (для оператора Р), если она характеристична в каждо 
точке. 

Заметим, что в силу однородности функции Н по второму аргу- 
менту длина вектора v в этом определении не играет роли. В ча- 
CTHOCTH, в качестве у можно взять вектор \У5(х). Значит, приве- 
денное выше определение эквивалентно следующему. 

Определение. Поверхность $ называется характеристиче- 
ской, если 


Н(х, Vs(x)) =0, xeS. 


Из сказанного выше следует, что харахтеристичность поверхно- 
сти S не зависит от выбора функции s(x), задающей эту поверх- 
ность; нужно только, чтобы \У$ (х) 520 при s(x) =0. 

Пусть поверхность S записана в параметрическом виде 


x=x(E), ESR™, (44) 


где х(Е) =С® и ранг матрицы Якоби дх/дЕ равен n—1. Говорят, 
что О — линейный дифференциальный оператор на $ (действую- 
щий на функции, определенные на $), если для любой функции Фф, 
определенной на $, 


99-9 (& iF) oe ©), 


где © (=, 0/0Е) — линейный дифференциальный оператор в К”. 

Для простоты будем считать, что в окрестности О поверх- 
ность 5 может быть записана в виде (44). 

Теорема 7. Пусть поверхность $ — характеристическая. 
Тогда существуют такие, зависящие только от Р, $ ul, и не все 
тождественно равные нулю дифференциальные операторы О; на 
$ порядка не выше |, что правые части задачи Коши (43) для 
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любой функции иеС"(0.) связаны соотношением 
т— 
Emig =f, хеЗПИ. (45) 
= 


Доказательство. В некоторой окрестности начальной по- 
верхности $ построим фазовые кривые L векторного поля /=/(x). 

Для этого решим систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений 


de _ 19 
ds Но 


При достаточно малых |s| решение х=х($,{) этой задачи суще- 
ствует, единственно и бесконечно дифференцируемо зависит от $ 
и Е. Фазовые кривые L=L(—) системы (46) в каждой точке Ka- 
саются соответствующего вектора /=1(x). 

В окрестности поверхности $ введем криволинейные коорди- 
наты (s,£). В этих координатах поверхность $ задается уравне- 
нием s=0, а кривые L переходят в прямые, параллельные оси $. 
При этом оператор дифференцирования 0/01, равный <И/|И, д/дх>, 
переходит в 0/05. Замена переменных (5, =)—=х=х($,Ё) бесконеч- 
но дифференцируема. Покажем, что при |s| достаточно малых 
она невырождена. Для этого рассмотрим при $=0 матрицу 


дх,/05, ..., дх,/08 
д=| 99/0 ..., д/д 


‚Хх = x (EVES. (46) 


Ox,/OEn—-1, ..., O%,/0En—1 


Матрица, получающаяся из A вычеркиванием первой строки, 
имеет ранг и—1 (см. (44)). Если бы del А=0 при s=0, то первая 
строчка А должна была бы быть линейной комбинацией осталь- 
ных. Но это невозможно, поскольку в силу (46) первая строчка 
матрицы А равна [(х)/|1(х)| и этот вектор трансверсален $, 
а остальные строчки матрицы А представляют собой векторы, 
лежащие в касательной плоскости к $. Таким образом, замена 
переменных (5,&)—х==х(5,Ё) невырождена при $=0 и, значит, 
в некоторой окрестности У поверхности 5. Перейдя в УПО. к но- 
вым переменным, получим из (43) задачу: 


Q(s Bi, is )¥=p s>0, 

Е (47) 
u : 

5 =9;, s=0,0<j<m—1, 


где Q— дифференциальный оператор порядка т. 
Найдем явный вид коэффициента а==а($,Ё), стоящего при 
производной #"д”и/05" в операторе Q. Для этого заметим, что 
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после перехода к координатам ($, &) 


aI и, деи [( as i as - | 
Oxf... Oxgn = дао Ox, na 


wi (Se Jn] +... | (48) 


Здесь s==s(x), уравнение $(х)=0 определяет поверхность $, 
а многоточием обозначены слагаемые, содержащие производные 
от и по зи & порядка не выше ||, в которых дифференцирование 
по $ имеет порядок не выше |a|—1. Формула (48) легко прове- 
ряется индукцией по |а|. Из (48) следует, что 


a=H (x, Vs(x)). 


Если поверхность $ характеристическая, To a(0,£)=0. Тогда 
при s=0 оператор Q имеет вид 


где О;— дифференциальные операторы порядка не выше j. От- 
сюда и из (47) следует утверждение теоремы. № 

В силу теоремы 7 если начальная поверхность $ характерис- 
тична, то задача Коши (43) некорректна, поскольку существуют 
бесконечно дифференцируемые функции f, @j, для которых соот- 
ношение (45) не выполняется, и, значит, задача (43) не имеет 
решений. Корректность задачи Коши (43), когда поверхность $ 
нехарактеристична, зависит OT вида оператора P и пространств, 
в которых рассматриваются решения и правые части задачи. Этот 
вопрос мы здесь обсуждать не будем. 

Системы уравнений. Если оператор Р\(х, {0/0х) является мат- 
ричным, постановка. задачи Коши и определение характеристиче- 
ских поверхностей остаются прежними. Только теперь и, f, $— 
вектор-функции (из 4 компонент), а Н(х, р) =@4е{ Ро(х, р), где 
Po(x, р) — старшая однородная часть характеристической матрицы 
P(x, р), которая определяется следующим образом. Если P(x, р) = 
= (Р:;(х,р)), 1<i,j<d, где Pj; являются многочленами по р по- 
рядка не выше m, то Ро(х, р) = (P%;(x,p)), 1<i,j<d, где P%j— 
сумма одночленов многочлена Р;; порядка ровно по. Справедлив: 
аналог теоремы 7. 

Теорема 7’. Если P(x,id/Ox) — матричный оператор и no- 
верхность $ характеристична, то существуют такие, зависящие 
только от Р, $ и | векторы Ю;= (Кл, ....В а), 0<]<т, из диффе- 
ренциальных операторов R;, на $ порядка не выше |, что правые 
части задачи Коши (43) для любой вектор-функции иеС"(0.) 
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связаны соотношением 
т— 


у (Rm—is Pj) = (Ro; р, xeSNu, (49) 


\j=0 


причем вектор Ко — не нулевой. 

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 7, 
переходим в задаче (43) к криволинейным координатам (5, ). 
В этих координатах задача (43) принимает вид (47), где 


и при s=0 матричные операторы А; являются дифференциальны- 
ми операторами на $ порядка не выше j. В частности, коэффи- 
циент Ap=Ao(s,&) является матричной функцией. Из формулы 
{48) следует, что 


Ао(5, 5) =i"Po(x, Vs(x)). 


Таким образом, положив в (47) $=0, получим, что для любой 
вектор-функции иеС”(0+) 


A, (0, ye +Ул (0. Е =) mj =f хезпи, (50) 
i=l 


тде det Ao(0, Е) =i"4H (x, Vs(x))|s=o. Значит, det Ao (0, &) =0, по- 
KOJIbKy поверхность $ характеристична. Обозначим через Ro(E) 
‚левый нуль-вектор матрицы Ао(0,Ё) и через К; — произведение 
КА; (0, Е, 0/0). Умножив равенство (50) слева на Юо(&), полу- 
чим (49). № 


$ 6. Отыскание характеристических поверхностей 


Оператор Р(х, id/Ox) (возможно, матричный) называется эл- 
липтическим в точке x, если Н(х,р)5=0 при всех ре”, p00. 
Оператор называется эллиптическим в области, если он эллипти- 
чен в каждой точке области. 

Из этого определения, очевидно, слелует, что эллиптические 
операторы не могут иметь характеристических поверхностей. Это 
понятие — характеристическая поверхность — чаще всего встре- 
чается в нестационарных задачах, когда имеются временная пере- 
менная Ё и пространственные переменные х= (хи, ..., х„). Пусть 
Y= (Yo, ут, ..., Yn) ER, 4= (40, 91, ..., 91) ER! — двойственная 
переменная, у’= (ут, ..., Yn), 4’= (41, ..,4»"). Если А и р= (рь, ..., 
Pn) — переменные, двойственные к Ё и хе” соответственно, то 
вектор (t,x) будет обозначаться через у, (^,р) — через 4, так что 
Yo=t, y =x, Go=A, 9'=р. При этом линейные дифференциальные 
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операторы по переменным y= (t,x) будут записываться в виде 
Py, id/dy), где P(y,q) — многочлен (характеристический) относи- 
тельно 4. 

Все результаты, имеющиеся в $ 1, 2, 4 этой главы, были до- 
казаны в случае любой размерности пространства. Значит, эти 
результаты останутся справедливыми, если в них заменить х 
на у ир на 49. Без каких-либо оговорок мы будем этим в даль- 
нейшем регулярно пользоваться. В частности, уравнение, опреде- 
ляющее характеристические поверхности $ для оператора 
Р(у, id/dy), примет вид 

Н(у, Vs(y)) =0, уе5, (51) 


где $ — гиперповерхность в А”Н,, задаваемая уравнением s(y) = 
=0, з=С®(Ю"+!), Ims=0, \У5$=20 на $. Ниже без напоминаний 
предполагается, что функция Н(у,49) — вещественнозначная. 

Наиболее типична ситуация, когда ищутся характеристические 
поверхности $ вида #=и(х), ие=С®(Ю") при условии, что известно. 
пересечение So этой поверхности с гиперплоскостью #=0. Причи- 
на, по которой мы не можем при решении уравнения (51) со- 
слаться на результаты $ 2, состоит в том, что это уравнение 
справедливо не всюду, а только на самой поверхности 5. Если 
же поверхность S имеет вид {=и(х), иеС®(@), где Q — область 
8 К", то уравнение (51) принимает вид 


H(u, x, —1, Уи) =0, хеО. 


Теперь из теоремы 4 и замечания 2 к $ 2 следует 

Теорема 8. Поверхность $, задаваемая уравнением t=u(x), 
ие=С®($2), тогда и только тогда является характеристической, 
когда график Г. вектор-функции (и, и’,) составлен из характери- 
стических полос системы 


= =Н, (и, x, —1, р), 
(р, Нр(и, x, —1, p)), (52) 
|: = — AH, (u, x, —1, р) — рН (и, x, —1, р). 


Заметим, что при этом сама поверхность $ состоит из харак- 
теристик указанной системы. 

Определение. Оператор P(y, id/dy) (возможно, матрич- 
ный) называется гиперболическим в точке у (относительно пере- 
менной Yo=t), если уравнение H(y,q)=0 при всех 4’еЁ", q’-0 
имеет ровно md вещественных различных корней 4до= 40/(и, 9’), 
l<j<md. Оператор называется гиперболическим в области, 
если он гиперболичен в каждой точке области. 

Напомним, что т — максимальный порядок дифференцирова- 
ния в матрице P, а 4Х4 — ее размер. Очевидно, приведенное 
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определение эквивалентно следующему: оператор P(y, id/dy) на- 
зывается гиперболическим в точке у (относительно переменной 
Yo=t), если в этой точке направление (1, 0, ..., 0) не является 
характеристическим, и при каждом 4’Е К", 4520 все корни 49= до, 
]=12, .., уравнения Н(у, 9) =0 вещественны и различны. 

Из гиперболичности оператора Р, очевидно, следует, что функ- 
ция H(y,q) ‘может быть представлена в виде Н(у, 4) = 
=а(иу)Н!(и, 4), где а(у)=-0, а функция H; — вещественнозначная. . 
Умножив одно из уравнений системы P(y, id/dy)u=f на a-'(y), 
приходим к случаю a(y)=1. Таким образом, сделанное выше 
предположение о вещественнозначности функции Н в гиперболи- 
ческом случае не является каким-либо ограничением на опера-` 
тор Р. 

Пусть поверхность SoCR" записана в параметрическом виде 
х=х(*), E= (Et, nv Ext)ER™, х(Е)еС®(В"") и ранг матрицы 
Якоби дх/0Ё равен п—1. Обозначим через р°(&)е=К”, нормаль 
к So единичной длины. Направление вектора р°(Ё) выберем произ- 
вольно, но так, чтобы вектор p°(£) непрерывно зависел от &. 
Тогда р°(Е) еС®(В”—!). 

Рассмотрим уравнение 


Н(0, x(&), —1, Cp°(&)) =0, &=VCR™", (53) 


относительно неизвестной функции С=С(=). Пусть при каждом 
eV, где У — ограниченная область в R*', уравнение (53) 
имеет М вещественных корней С=С, (=), 1<]<М, и все они 
простые. Тогда 


НО, х®), — СР @) once) #0, BET, 


и к уравнению (53) можно применить теорему о неявной функ- 
ции. Значит, существует такая окрестность У. компакта 7, что 
при соответствующей нумерации корней С‚=С®(У.), 1<]<М. 
В частности, легко проверить, что ‘условие на корни уравнения 
(53) выполнено, если оператор P(y, id/dy) гиперболичен и 
о; (и, 9’) 520 при всех q’ER", 4520 и yES'o, где 5% — компакт- 
ная часть поверхности So, выделяемая условием ЕЕ. Из теоре- 
мы 5’ и замечания 3 к $ 2 следует 

Теорема 9. Пусть уравнение (53) при каждом ЕЕ имеет 
‚ровно М вещественных решений C=C;(&), 1<]<М, и все они 
простые. Тогда в некоторой окрестности $’, существует ровно М 
характеристических поверхностей S=S;, 1<]< М, задаваемых 
уравнениями t=uj(x), ше=С®, и совпадающих с So при t=0. Пр 
этом графики Ги, вектор-функций (uj, uj’x) составлены из харак- 
теристических полос системы (52), выпущенных из точек 
(x, 4, р) |+=0= (х(5), 0, Си(Е)р°()), 11 <М, ESV. 

Сейчас мы дадим еще один способ отыскания характеристи- 
ческих поверхностей. При его обосновании нам понадобится ° 
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Лемма 5. Пусть Q — ограниченная область в В"Н, f,se 
=С°®(%), S={y : уе, s(y) =0}, У.550 при ySS и | =0 при yes. 
Тогда существует такая функция ае=С®(®), что |(у) =а(у)5(у). 

Доказательство. Утверждение леммы легко проверяется, 
в случае $5(у) ==. В общей ситуации, очевидно, НзеС®(9$)- 
Остается заметить, что любая точка YES имеет окрестность, в ко- 
торой существует такая ‘'невырожденная бесконечно дифференци- 
руемая замена переменных у—1= (по, ..., Пи), что $(у(1))==тл 
в этой окрестности. № 

Пусть, как и выше, поверхность Sp задана в параметрическом 
виде x=x(E), ESR*-!, rank дх/0Е=п—1, р°(Е) — вектор нормали 
к So единичной длины и У — ограниченная область в Ю”-!. Пред- 
положим, что вектор у= (1,0,...,0) не является характеристиче- 
ским в точках 


50 ={х:х=х(е 5, Е Ух Е" \}, т. е. 
Н(0, х(=), у) 520, ЕЕ, (54) 


и что уравнение 
H(0, x(&), ^, р°(=)) =0, 5, (55) 


при каждом ЕТ имеет ровно М вещественных корней A=A,(E), 
1<]<М, причем все эти корни — простые. В частности, эти усло- 
вия выполнены, если оператор P(y, id/dy) `гиперболичен. При сде- 
ланных предположениях корни Aj(E) будут определены в некото- 
рой окрестности У. компакта V и при ое даны нумера- 
ции будут принадлежать С° (У.). 

Напишем систему Гамильтона с гамильтонианом Н=Н(у, 4): 


мн’ 9 би’ 
te = На (9,9), Ay (y, 9). (56) 


Напомним, что ee фазовые кривые называются бихарактеристика- 
ми гамильтониана Н (иногда они называются также бихаракте- 
ристиками оператора Р (у, {9/ду)). Бихарактеристики, вдоль кото- 
рых Н==0, называются нулевыми, а их проекции в А”"Н, — лу- 
чами. 

Теорема 10. Пусть выполнено условие (54) и уравнение (55) 
при каждом ЁЕТ имеет ровно М вещественных корней A=A,(€), 
1<j<M, и все эти корни простые. Тогда в некоторой окрестно- 
сти поверхности $’, существует ровно М характеристических по- 
верхностей, совпадающих с So при #=0. Эти поверхности состав- 
лены из лучей системы Гамильтона (56), отвечающих бихаракте- 
ристикам, выпущенным из точек: 


(у, Ч) =o = (0, х(), (8), P(E), 5+ У, 1<1<М. (57) 


Доказательство. Если дополнительно предположить, что 
№ (Е) >20 при ЕЕТ, 1<j<M, то, во-первых, любая характеристи- 
ческая поверхность в некоторой окрестности 5% будет трансвер- 
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сальна оси Ё (ее можно будет записать в виде #=и(х), иеС®), 
во-вторых, будут выполнены условия теоремы 9. Поэтому утверж- 
дение теоремы 10 в этом случае легко можно было бы получить 
из утверждений теоремы 9. Оставляем это читателю в виде упраж- 
нения. В общем случае доказательство несколько более длинное. 

Существование. Пусть so=so(x) — произвольная функция, 
определенная в некоторой окрестности ‚(в В",) поверхности 5% 
и такая, что SoSC™, Пип 50==0, Vso40 и %=0 при хе. Поделив 
ее на |VSo(x)|, мы можем добиться того, что | Vso|=1 при so=0. 
Тогда Vso=p°(&) при х=х(Е) $, (если Vso=—p°(E), функцию 
So можно заменить на —So). Решим задачу Коши: 


Н(у, Vs(y)) =0, $|1==50(х). (58) 
Так как уравнение 
H(0, x, ^, Vso(x)) =0, хе", (59) 


при x@So совпадает с уравнением (55), то при x@S’o, а значит, 
и в некоторой окрестности UCR", поверхности 5’, уравнение (59) 
имеет ровно М и притом простых корней ^==и;(х), 1<]<М, сов- 
падающих с ^;(Ё) при х==х (Е) е5о. Значит, к задаче (58) приме- 
нима теорема 6 (см. замечание | к теореме 6). Кроме того, по- 
скольку функция Н(у,9) однородна по 4, то к задаче (58) при- 
менимо также замечание 2 к теореме 6. Отсюда следует, что в 
некоторой области wCR*t!, содержащей $’, задача (58) имеет 
ровно М решений 5=5;(у), 1<]<М, причем функции s;(y) по- 
стоянны вдоль лучей системы (56), отвечающих бихарактеристи- 
кам с начальными условиями: 


(у, 9) [+= = (0, т, р; (1), У 5 (1)), пе Ц< #", (60) 


В частности, поверхности $;=(у: 5; (у) =0} составлены из лучей 
системы (56), отвечающих бихарактеристикам, выпущенным из 
точек (60) при тех значениях п, для которых $;|+:—о==50 (п) =0, 
т. е. при == (&) $. Так как при этих п точка (60) принимает 
вид (57), то построенные поверхности S;, 1<]<М, имеют струк- 
туру, описанную в формулировке теоремы 10. Остается заметить, 
что эти поверхности характеристические. Действительно, уравне- 
ние (58) справедливо всюду в @ и, в частности, в точках Sj. При 
этом |Vxs;(0, х) | = |У50(х) |520. Значит, |\у5; (и) |520 в некото- 
рой окрестности поверхности So. 

Единственность. Пусть $ — некоторая характеристичес- 
кая поверхность, проходящая через So и определяемая уравне- 
нием s(y)=0, где s]@C~, Ims=0, причем \У5(у) 520 при yeS. 
Нужно показать, что в некоторой окрестности поверхности $*% по- 
верхность $ может быть составлена из лучей системы (56), отве- 
чающих бихарактеристикам с начальными данными (57). 

Обозначим через Q функцию © (у) =Н(у, Vs(y)) и через so= 
==50(х) функцию $(0,х). Поскольку поверхность $ — характери- 
стична, то @ (у) =0 при уе, и из леммы 5 следует, что в некото- 
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рой окрестности поверхности S а(у) =0(и)/5 (у) =С®, т. е. функ- 
ция $=5$(у) в некоторой окрестности поверхности So является ре- 
шением задачи: 


H(y, Vs(y)) —а(у)5(у) =0, $|1-о=50(х). . (61) 


Так как Н(у, Vs(y))=0 при уе=$ и выполнено условие (54), 
то в точках 5% векторы Vs(y) и v не пропорциональны, т. е. 
У5(х) #0 при хе5’о. Значит, У50(х(8)) =c(E)p°(E), где с(Е) 0 
при ЕЕ У., если =>0 достаточно мало. Тогда из условия на корни 
уравнения (55) и однородности функции H(y,g) по 4 следует, 
что уравнение относительно A 


-H (0, х($), 4, Узо(х(Е))) =0 (62) 


при каждом &ЕУ, имеет ровно М вещественных корней, эти кор- 
ни простые и равны C(E)A;(E), 1<j<M. Так как уравнение 


H(0, x, A, Vso(x)) —a(0, х) so(x) =0, хе", 


при хе=5о совпадает с уравнением (62), то при хеЕЙ, где UCR", — 
некоторая окрестность поверхности $’, оно также имеет М и при- 
том простых корней A=pj(x), 1<]<М, совпадающих с с(&)^, (Е) 
при x=%(§)So. Одним из этих корней А =, (х)в силу уравне- 
ния (61) является функция $’: (0, х). Теперь из замечания Зк $2 
следует, что к задаче (61) применима теорема 5’, т. е. задача (61) 
в некоторой окрестности wR"! поверхности $% имеет ровно М 
решений, одним из которых является известная с самого начала 
функция s=s(y). Из этой же теоремы следует, что график функ- 
ции S(y) составлен из характеристик, являющихся прсекциями в’ 
Riis решений задачи: 


г 4 _# 
| dt На (у, 9 hes _ а 7 

ra = —Hy (9, 9 —say(y) + 94Y), | ч|--о = Vys, п) (63) 
‹ ть = (ч, Hy (у, 9)), S|.=0 = So (п). 


Остается показать, что поверхность S={y:s(y)=0}, где функ- 
ция $ находится по решениям задачи (63), можно построить сфор- 
мулированным в теореме 10 способом из лучей системы (56). 

Для этого прежде всего заметим, что последнее уравнение си- 
стемы (63) может быть записано в виде 


= mda(y)s, зло = s(n). (64) 


Это вытекает из того, что функция H(y,q) однородна по пере- 
менной g порядка md, а Н(у, 9) —а(у)5 является первым интегра- 
лом системы (63) (лемма 2) и обращается в нуль в начальных 
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точках задачи (63). Определив решение y=y(t,n), 4=9(т, 1), 
5=5(т, 1) задачи (63) и подставив у=у(т, 1) в уравнение (64), 
получим для $ дифференциальное уравнение, для которого спра- 
ведлива теорема существования и единственности. Значит, вдоль 
интегральных кривых задачи (63) либо 5==0, либо $520 ни в од- 
ной точке, причем интегральные кривые задачи (63), вдоль кото- 
рых 5==0, соответствуют параметру n=x(E)=So, а значения (у, 9) 
вдоль этих кривых удовлетворяют соотношениям 


= =H, 94 = ©, #0), 
= t=0 (65) 
= = "п D+4ay, (9 Еь=У»800, x), 


в которых для удобства дальнейших рассуждений изменены обо- 
значения (у,49) на (7,4) ит Ha T. Остается показать, что лучи 
задачи (65) совпадают с лучами системы (56), отвечающими би- 
характеристикам, выпущенным из точек (57), где j=jo. 

Пусть й=Я(т, Е), 4=4(т, &) — решение задачи (65). Найдем 
функцию f=f(7,£) из уравнения 
i- =а9® ЭР Feo =fo() #0. (66) 
Очевидно, f40 при любых (т, &). Значит, замена независимой 
переменной 


тете ча, Эда (67) 
0 


невырождена. Теперь, воспользовавшись однородностью функции 
H(y,q) по переменной 4, легко проверить, что замена функций 
y=9, 9=/-"G и независимой переменной по формуле (67) пере- 
водит решения задачи (65) в решение системы (56) с начальны- 
ми данными: 


У [о = (0, х(8)), 9.0 = fo (8) Vy S (0, х(9)). (68) 
Как уже отмечалось выше, | 


Уз (0, х (5) = (ль (< (8), У, 50 (х (8))) = с(®) (Ain (8), 2 (8). (69) 


Значит, если fo(S) = [с (8, то при указанной замене решения 
задачи (65) перейдут в решения задачи (56), (57). Так как проек- 
ции в К"! решений этих задач одинаковы, то лучи задачи (65) 
совпадают с соответствующими лучами системы (56), (57). № 
Теорема 11. Пусть выполнены условия теоремы 10 и 5(у) = 
=0 — уравнение одной из указанных в теореме 10 характеристи- 
ческих поверхностей, причем 5ЕС®, Ims=0, \$5=0 при уе$. 
Пусть y=y(t,&), 9=9(т, =) семейство бихарактеристик систе- 
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mot (56), выпущенных из точек 

(Ys 9 |= = 0, х(&), Уз (0, х(2))), 5ЕУ., х( = 5. (70) 
Тогда лучи у=у(т,=) этого семейства образуют поверхность $ 
и в. точках у=у(т,Ё)е5$ векторы Vs(y) и 4 связаны соотноше- 


нием Vs(y)=Fq, где Е=Е(т, &) 5—0. Функция Е определяется 
формулами 


. £ 


exp[ / 5(¢ =) ar], md =1, (71) 
0 


Е= [1 + (md — 1) { 8 (у (т, )) axe, md>1, (12) 
0 


где md — порядок однородности функции Н (у, 4) ‘no переменной 
qu 
6 (y) = lvysl? (У, 5, У, [Н (у, vs(y))]). 


Доказательство. При доказательстве утверждения о един- 
ственности в теореме 10 было показано, что поверхность $ со- 
ставлена из лучей задачи (56), (68), где функция [(=)5-0 — 
произвольна. Положив (Е) ==1, получим, что $ составлена из 
лучей (56), (70). Tam же было доказано, что функция $ является 
решением задачи (61) и может быть найдена с помощью системы 
(63). При этом Vs=q, где 4 определяется из той же системы (см. 
теорему 5’). Далее было показано, что на поверхности $ компо- 
ненты (у,9) решения задачи (63) являются решениями задачи 
(65), т. е. на поверхности $ справедливо равенство \5$(й) =, где 
(7,4) — решение задачи (65). Наконец, было показано, что ре- 
шения задачи (65) в точке ® связаны с решениями задачи (56), 
(68) в точке т соотношениями у=й, g=f-'g, где функция f= 
=|(т, Е) определена в (66), а т дается формулой (67). Значит, 
при уе5 справедливо равенство \У5(у) =[9. Положим (Е) ==1. 
Так как при этом условия (68) и (70) совпадают, то получаем, что 
Vs(y) =Fq, где уе$, (y,q) — решение задачи (56), (70), а F— 
это функция [, выраженная в переменных (т, Ё). Остается пока- 
зать, что эта функция дается формулами (71), (72). 

Для этого заметим, что из (67) следует, что dt/dt=f"4" и, 
значит, задачу (66) можно переписать в виде F’,F™4-2=a, 
Е|.==1. Получаем формулы (71), (72), в которых вместо 6(y) 
стоит функция a(y). Остается добавить, что из уравнения (61) 
следует, что аез = 8 (И) сз, I 


Глава IV 


РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАЗРЫВОВ. ЗАДАЧИ С БЫСТРО 
ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ НАЧАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ 


Первый параграф этой главы содержит простые, но существен- 
но используемые в дальнейшем вспомогательные утверждения. 
Второй параграф (задачи с быстро осциллирующими начальными 
данными) и третий параграф (распространение разрывов) идейно 
очень тесно связаны между собой, но читать их можно, в основ- 
ном, независимо. Материал этой главы существенно опирается на 
результаты гл. Ш. 

Ниже приняты следующие обозначения: Y= (Yo, Y1, ..., Yn) ER, 
4= (9, 91, «+» Jn) ЕЕ"+! — двойственная переменная, у’= (yj, ..., Yn), 
9’ = (91, -9n), Р(у,9) — многочлен порядка т по переменной 4, 
коэффициенты которого являются бесконечно дифференцируемыми 
функциями у, P(y,id/dy) — линейный дифференциальный опера- 
тор с характеристическим многочленом Р(у, 4). Если x=(x,..., 
Xn) ЕК" — пространственные переменные, {=А! — временная, A и 
P= (Pi, ..., Pn) — переменные, двойственные к Ё и х соответственно, 
то вектор (¢,x) будет обозначаться через у, (A, p) — через 4, так 
Что Yo=l, У=Х, 40==^, 9'=р. 


т 
Запишем многочлен P(y,q) в виде Р(у, 4) = 2 Pilys9), где 
i 


Р; — однородные многочлены (по переменной 4) порядка m—j. 
Старшую однородную часть Ро многочлена Р будем обозначать - 
через Н (1,4). Если оператор P(y,id/dy;k) полиномиально зави- 
сит от параметра №, так что Р(у, 9; Е) — многочлен порядка т по 
переменным (g,k), то через Р;(у,4;) обозначается сумма одно- 
членов многочлена Р порядка (по переменным (g,k)) ровно m—j 
и через Н(у,9) — многочлен Ро(у,9;1). Если P(y, 9/ду; Е) — 
матрица из дифференциальных операторов, то все обозначения 
остаются прежними, только теперь Н (у, 4) det Ро(у, 9; 1). 

Нигде не повторяя этого больше, мы будем всюду в этой гла- 
ве предполагать, что функция Н вещественнозначная. 


$ 1. Формула Лейбница 
Пусть a= (Go, G1, ..., Gn) — мультииндекс с целочисленными неот- 
рицательными компонентами, |а|=Хал. Через D*, 0%, обозначим 


операторы: 
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А (1) 
= ду ду... Ayn’ 4 94° Og} ... agin у 


Пусть P(y, {0/ду) — дифференциальный оператор порядка mc ха- 
рактеристическим многочленом Р(у, 4). Через Р‘@® (у, {0/ду) обоз- 
начим дифференциальный оператор с характеристическим много- 
членом 0%Р(у, 4), а через У.Р(у, 0/ду) — вектор из дифферен- 
циальных операторов, характеристическими многочленами кото- 
рых являются компоненты вектора УР(и, 4): Пусть a!=ao!la!...aal 

Лемма 1. (Формула Лейбница). Для любых двух функций 
и, ое С® (Rt) 


P(y iS) ew ow) = 


= У =a [P (vi) ow]. © 
O<\al<m 
Следствие. Для тех же функций и, 9 


P(y, i) м Фо] =4(W) Pa ( iz) + 


+ u(y) Py (v. i} vy) +: (уч (9, Уз Рь (+, 6) +... 


(3) 
где многоточием обозначены слагаемые, в которых функция 9 
дифференцируется не более m— 2 раз. 

Доказательство. Легко проверяется, что при Р= 0“ /дуё 1 
формула (2) совпадает с обычной формулой Лейбница для про- 
изводной (порядка о) от произведения двух функций одной пере- 
менной. Исходя из этого можно получить формулу (2) и в общей 
ситуации. Но, возможно, несколько проще следующее рассужде- 
ние. Получим сначала формулу (2) в случае, когда P=P(id/dy)— 
однородный дифференциальный оператор порядка d с постоянны- 
ми коэффициентами. Функции и, о, очевидно, можно считать при- 
надлежащими пространству C%(R"). Тогда если Ру--л — оператор 
преобразования Фурье, то 


бы [Р (i) | =P [ag—po@at, 
RY 


где и, б — преобразования Фурье функций и, о. Разложив функ- 
цию P(q) в точке 4= в ряд Тейлора, получим 

1 1 

P@= У ——P@®G—H%, gai att... gan. 
al 
O<|aj<d 
Значит, г Pipe [? (i д ) («)| = 
ду 
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= У» [- 9—9 реа = 
Ogia|<d вк” 


py 


O<ialed 


где * означает знак свертки двух функций. Взяв обратное пре- 
образование Фурье, получаем формулу (2) для оператора P(id/dy). 
В частности, она справедлива для оператора 0“. Но тогда, в силу 
линейности этой формулы по P, она справедлива для любого опе- 
ратора P(y,id/dy). Формула (3) вытекает из формулы (2). № 

Лемма 2. Пусть О (у, 10/ду) — линейный однородный опера- 
тор порядка 4, х=х(!) и S=S(y) — функции одной и (n+1) пе- 
ременных соответственно. Тогда 


д а 
9 (у —) 1S = У sw), 


` к=0 


где ф»(у) — полиномы от функции $ и ее производных, коэффи- 
циенты которых являются линейными комбинациями коэффициен- 
тов оператора О. При этом 


- . os = 1 pe (x) . OS 
%@ = (1), + У ar D* Sy) 9 (4,155). 
on] = 
Доказательство. Пусть сначала Q=Q(id/dy) — оператор 
с постоянными коэффициентами. Так как функция О(9) одно- 
п 


1 , 
родна, то Q(q) == Уч Qa, (9) и, значит, 
50. 


п 
и © i oT, (; д 
9(:- ) хе -« т [№ (1-м) x]. 
Будем доказывать утверждение леммы индукцией по 4. При d=) 
оно очевидно. Предположим, что лемма 2 справедлива для опера-. 
торов порядка 4—1, и докажем ее для оператора Q порядка 4. 
В силу предположения индукции лемму можно применить к опе- 
раторам Q, › ((9/ду). Значит, 
п 
д i a [a as 
jo ee ЕВ 9$) аи 
Q(t) nism = У [9% (i) SM + 

j=0 
Гога 69 (9$) шо | 4 
+ У 25%, (iF) eo SMt--], @ 


laj=2 
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где многоточием обозначены слагаемые, содержащие производные 
от x порядка не выше 4 — 3. Очевидно, | 


п 
i —-_ Vo. (;% 4) [09]. 
cla ду =) Ye (i ду ‘ers ae Qs = Ie Mt 
k=0 
Поэтому из формулы (4) следует, что 
п 
д i |, 
9 (1) 1S) = — (1 
( ду ) d rar 1 ( 


lol=2 


98 _) 95 ца 
ee) Bop BSW) + 


+£ H+ _ 5) [47 (‘FP )] a eer Coto 


lal=2 i=0 * 
(5) 


где многоточием обозначены слагаемые, содержащие производные 
от Хх порядка не выше 4—2. Остается еще раз воспользоваться 
однородностью ae Q(q), откуда 


Sai (2) -ва-= 
"ее (2) 


Это вместе с формулой (5) доказывает справедливость утвержде- 
ния леммы 2 для операторов Q с постоянными коэффициентами. 
В частности, она справедлива для оператора 0%. Поэтому из со- 
ображений линейности следует, что она справедлива для любого 
оператора О= О (у, id/dy). № 

Из лемм 1, 2, очевидно, вытекает 

Лемма 3. Пусть y=4(t) — функция одной переменной, ф, $== 
еС®(В"+!), P(y, id/dy) — линейный дифференциальный оператор 
ae т с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами. 

огда 


Р (+. >) [Ф (и) x(S(Y))] = 
= у [@ (+ iJ) ow] mx" (Sw), ©) 
. j=07 
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20e Qj — линейные дифференциальные операторы порядка не выше 
7 с коэффициентами из класса C»(R"*!), зависящими только от 
оператора Р и функции $5. В частности, 


Оф=Ро(и, VS)9, (7) 
Q9 =i (У Ро(и, VS), УФ) — 
=[У = 254, +1, 0,99 ® 


lal=2 


Частным случаем этого утверждения является 
Лемма 4. Пусть ф, S и P—re же, что и в лемме 3. Тогда 


P(y, iz) (И) eS] = 


= tk) у [a (*. iz) $] и", 


i=0 


где операторы ©; определены в лемме 3. 

Пусть Р(у,9;#) — многочлен порядка т по переменным (4, k) 
с зависящими от у коэффициентами класса C~(R*+!) и Р(у, id/dy; 
k) — линейный дифференциальный оператор, полиномиально зави- 
сящий от параметра А, характеристический многочлен которого 
равен P(y,q;k). Напомним, что через P;(y,q;k) обозначается 
сумма одночленов многочлена Р(у,4;Ё) порядка (по переменным 
q,k) ровно m—j. Применим лемму 4 к каждому одночленному 
слагаемому оператора Р. Сложим полученные результаты, собрав 
в правой части вместе члены одного порядка по №. Получим сле- 
дующее утверждение. 

Лемма 5. Пусть ф, S=C*(R*), тогда 


Р (+. i; #) (= 5] = 
ду 


вал ‚а ey 
nam Sle nto} 


где О; — линейные дифференциальные операторы порядка не выше 
j с коэффициентами из С®(Е"+!), зависящими только от операто- 
ра Р и функции $. В частности, операторы Qo, Q: даются форму- 
лами (7), (8), в которых Ро(у, 4) =Ро(и, 9; 1), Pi(y, 9) =Pily, gq; 1). 

Если P(y, id/Oy) — матрица из дифференциальных операторов, 
то через Р@ (у, 10/09) обозначим оператор, характеристическая 
матрица которого получается в результате применения оператора 
0% к каждому элементу матрицы Р(у, 4). Очевидна следующая 

Леммаб. Утверждения лемм 3—5 без каких-либо изменений 
остаются справедливыми, если Р — матричный оператор и ф—> 
вектор-функция. 
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$ 2. Задачи с быстро осциллирующими начальнымн 
данными 


Пусть x= (ж, ..., х) ER", tER', y= (Yo, yi, ..., Yn) = (Вх), 9= 
= (go, 91, ..., Yn), RER', P(y, q; Е) — многочлен порядка т по пере- 
менным (4, 2) с зависящими от у коэффициентами класса C@(R*+!), 
P(t, x, id/dt, 19[дх; k) =Р (у, id/dy;k) — линейный дифференциаль- 
ный оператор, полиномиально зависящий от параметра Ё, и функ- 
ция Н (у, 9) =Ро(у, 4; 1) — вещественнозначная. 

Будем искать формальное асимптотическое решение уравнения 


‚9. as 
P(y, i #) u=0 OF 
в виде 
ие a; (yk, Ims=0, (10) 
j=0 | 


где $, аа=С®(Е"+!). Формальный (не обязательно сходящийся) 
ряд (10) называется формальным асимптотическим решением 
уравнения (9), если первые М слагаемых этого ряда удовлетворя- 
ют уравнению (9) с точностью до О(Ё^'), Е-> оо, где М!-=оо 
при Noo, Сначала будем искать решения, принимающие задан- 
ные значения при #=0: 
© 
и|=о = е #59 У, а, (ХЕ ', 5$ =0. (11) 
j=0 


Другие задачи будут обсуждаться во второй части этого Mapa: 
графа. 

Подставив функцию (10) в уравнение (9) и собрав вместе чле- 
ны одного порядка по №, получим ряд, аналогичный (10), в кото- 
ром только суммирование начинается не с нулевой степени k, 
ас km: 


Pu ~ e*S) SP bj (y) Е". (12) 


i=0 


Очевидно, bo(y) =Н (у, VS)ao(y), где H(y,q)=Po(y,g;1), а ос- 
тальные коэффициенты 6; выражаются через функции S, a; (см. 
лемму 5). Приравнивая коэффициенты 6; нулю, получаем соот“ 
ношения для $ и а, которые должны выполняться для того, что 
бы ряд (10) был формальным асимптотическим решением ураь- 
нения (9). В частности, если 4 (у) 0, то, приравняв нулю коэф- 
фициент bo(y), получим, что функция $=$(у) должна быть pe+ 
шением задачи 


H(y, У$) =0, $ (0, х)=5(х). = (13). 
75 


Примеры. 1. Если уравнение (9) — это уравнение Шредин- 
гера: 


ikdu/dt — a? (x) Au=0, 


то H=)-+a?(x) |p|? 
Если уравнение (9) имеет вид 


—c? (x) Аи — и=0, (14) 


то Н==с?(х)|р|?—1.'Так как уравнение (14) не зависит от $, то 
его формальное асимптотическое решение ищется в виде (10), где 
все функции $ и а; зависят только от х. Начальные данные (11) 
в этом случае будут задаваться на гиперплоскости x;=const. 
Другие постановки, как уже говорилось, будут обсуждаться во 
второй части этого параграфа. 

3. Если Р==Р(у, 0/ду) — оператор, не зависящий от k, то 
функция Н является старшей однородной частью характеристи- 
ческого многочлена Р(у, 4). ° . 

Прежде чем строить формальные асимптотические решения 
уравнения (9), напомним, как решается задача Коши (13). Пред- 
положим, что при всех це” уравнение 


Н(0, т, ^, У5о(п)) =0 (15) 


относительно A имеет ровно М вещественных корней A—=A,(n), 
1<у<М, причем все эти корни простые. В частности, это требо- 
вание выполнено в приведенном выше примере | для любой Soe 
@C~(R") и в примере 3, если оператор P гиперболичен, Soe 
ЕС) и У$о520. Каждому корню A=A,(n) соответствует се- 
мейство бихарактеристик у= у‘ (т, п), 4=4° (т, п) системы 


Y= HG (y, 9), 9-=—Н‘’у(у, 9), (16) 
отвечающих начальным данным 
(у, 9) [== (0, т, № (п), VSo(n)), (17) 


и семейство выпущенных из гиперплоскости #==0 лучей y=y’(t, 1), 
которые являются проекциями в В"*' указанных бихарактерис- 
тик. Координаты (т, п) называются лучевыми. Из теоремы 6 гл. 3 
и замечания | к ней следует 

Теорема 1. Пусть уравнение (15) при всех пеЕЕ" имеет ров- 
но М вещественных корней A=),(n), 1<у<М, и все эти корни 
простые. Тогда существует такая окрестность в < R;*' гипер- 
плоскости t=0, через каждую точку которой проходит ровно один 
луч У=У’(т,1) каждого семейства и D(y*(t,n))/D(t,n) >20 при 
yeo. Пусть t=0, x=’ — точка, из которой этот луч выходит, 
|, — отрезок луча, заключенный между точками (0,n%) и у, L*y— 
соответствующий отрезок бихарактеристики. 
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В области ® задача (13) имеет ровно М решений $=5$°(у). 
Эти решения равны 


5° = 5) + | (9, dy), 1 v<m, (18) 
Ч 
причем М5%(у) =4, где (у, 9) Е^,. . . 

Теперь можно получить для уравнения (9) формальные асимп- 
тотические решения вида (10). Для каждого натурального М 
обозначим через g; функцию 

jot 


a=) О (+. Е) а, (у), 1>0, (19) 
10 


где операторы О; определены в лемме 5, а штрих у знака суммы 
означает, что в ней надо отбросить слагаемые, для которых [>N 
или j+1—l>m. Пусть A(y) — функция, стоящая в квадратных 
скобках в правой части формулы (8), где Ро и Pi определены 
в лемме 5. 

Теорема 2. Пусть $ =С®(В"), ImSo=0 u выполнено усло- 
вие теоремы 1. Тогда для любого М и набора функций аз (х) 
=С*®(Ю") в окрестности wCR"t! гиперплоскости t=0 существует 
М функций и вида 


м 
и=е у а;()Е!, $, ае С° (a), 5 =0, (20) 


j=0 
удовлетворяющих уравнению 
Ри=[(у,Ю, [=0(Е +"), во, (21) 
где 
N+m 
foe \} 50, ве С”), (22) 
j=N+2 


и начальным условиям 
5 (0, x) =So(x), а, (0, x) =ajo(x), 0<]<М. (23) 


При этом функция $ является одним из построенных в теореме 1 
решений задачи (13). После выбора функции $ и соответствую- 
щего ей семейства лучей у=у` (т, 1) задачи (16), (17) функции a; 
определяются однозначно по начальным условиям и рекуррентной 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений (уравнений 
переноса), выполняющихся на указанной системе лучей. Эти урав- 
нения имеют вид ` 


ао (у (т, тд), =0, 
ah, тд) =, 1), 1>0, (24) 
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где (t,n) — лучевые координаты, соответствующие выбранному 
семейству лучей. 

Доказательство. Как уже отмечалось выше, подставив 
выражение (20) в уравнение (9), получим, что 


N+m д 
Pu = eS) БЕ". (25) 
=0 
Коэффициенты 6; могут быть найдены с помощью леммы 5. Из 
нее следует, что 


{ by = Qo(y) ао, 
b, =Q (yy + 9, (v. iz) а, 


b= 6 да, +0, (9, iz) a, + 0, (9, i=) ao, 
Бу = Qo (У) ау + ©, (и: —)“+» + v 9.41 ( >) а, 


ra 


где 
@о (у) =Po(y, VS; 1). 


Пусть функция $ является решением задачи (13). Тогда пер- 
вые слагаемые в правых частях формул (26) обращаются в нуль 
во (в частности, bo>=0). Положив 6;+1=0, 0<]<М, и воспользо- 
вавшись явным видом оператора О:, приведенным в лемме 5, по- 
лучим для коэффициентов а; уравнения 


(тар Vell VS) па = | Ч ры 


(у), 1<1< М. 


Формула (25) при этом приобретает вид (21), (22). Очевидно, 
система (24) имеет единственное решение, удовлетворяющее ус- 
ловиям (23). Таким образом, для доказательства теоремы 2 ос- 
тается показать, что системы уравнений (27) и (24) совпадают. 
Но из теоремы 1 следует, что \У$ (у) =9, где (y,g) принадлежит 
тому семейству бихарактеристик задачи (16), {17}, которое соот- 
ветствует выбранной функции $. Теперь из первой половины си- 
стемы (16) получаем, что 


Val (y, VS) =УаН(у, I= yx 


(27) 


и, значит, 
d 
{Уа» у.Н (у, VS)) =~ 4» 
откуда следует совпадение систем (27) и (24). № 
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С помощью построенных в теореме 2 формальных асимптоти- 
ческих решений уравнения (9) можно построить для этого урав- 
нения формальное асимптотическое решение’ начальной задачи 
с быстро осциллирующими начальными данными. Будем искать 
при #>0 решение задачи 


[Р | is #) «0. 


ee 28) 
= kl е-$и9 You (yk, O<j<M—1, 


где So, с; =С®(В"), ImSo=0 и уравнение (15) при всех те" 
имеет ровно М вещественных корней A=A,(yn), 1<v<M, причем 
все эти корни простые. Обозначим через и, построенные в теоре- 
ме 2 формальные асимптотические решения уравнения (9) вида 


ty = EHS W) у а()Е', Ims’=0, (29) 
1=0 


где функция SY дается формулой (18), а коэффициенты a’, удов- 
летворяют уравнениям переноса (24) и начальным условиям 


а1 (0, x) =alo(x). (30) 


Теорема 3. Пусть выполнено условие теоремы 1. Тогда су- 
ществуют такие функции аиеС®(Е"), что в области w, опреде- 
M 
ленной в теореме 1, функция и= у и, будет при Ё—со решением 
= 
задачи 


P (+. i a) и=0(^+"—, yEo, (31) 


Са 


г (0, x) = Е'е-изи9 у oy (x) + OF NIH), 0<] «М1. 
150 
(32) 


При этом «невязки» в правой части задачи (31), (32) соответст- 
венно равны 


м N+m 
O(N) = уе’, у ПЕ, (33) 
v=! l=N+2 
“ N+i 
OMIT) има dys (x et, (34) 
l=N+H1 


где 6 С® (6), dijeC”(R"). 
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Доказательство. В силу теоремы 2 при любом выборе 
начальных данных (30) функция и удовлетворяет уравнению (31} 
с правой частью (33). Таким образом, нужно заботиться только 
о выполнении условий (32), (34). Вычислим Oiu,/dti. Для этого 
заметим, что если при последовательном дифференцировании 
функции (29) дифференцировать только экспоненту, то функция 
и, умножится на [—ikOSY/Ot]i. Если же хотя бы один раз продиф- 
ференцировать предэкспоненту, то возникающие дополнительно 
степени А будут меньше j. Таким образом, 


д! и, as” 1% 1 я = 

mets 2—5" ее ТЕ + pi LA 

== ((- ik i | У а? в +k > Ale | (35) 
1=0 _0 


где А ==0 при 1 =0 u Aly = 41 (и), [>0, — некоторые бесконеч- 
но дифференцируемые функции, зависящие только от функций SY 
и а*», O<p</—1 и их производных. Более строгое обоснование 
формулы (35) следует из леммы 4. 
Из (35) будет следовать справедливость условий (32), (34), 
В вектор (ал, 4%, ..., аМю) при каждом фиксированном [=0, 
„М будет решением системы 


м м 
х Ни = 0) —¥ a,x), 0<j<M—1. 
v=1 v=! 


(36) 


В силу теоремы 1 VSY=gq, где (у, 9) [^,. В частности, (у, VS’) 
при у= (0, x) совпадает с правой частью равенства (17) при n=x. 
ние, 9$°% (0, х) /0#==^.,(х). Таким образом, система (36) может 
быть переписана в виде 


M M 
Упор 4% © = @! [ви ® — У 40, 5], O<7<M—1. (97) 


v=! 


Определителем D(x) этой системы является определитель Ван- 
дермонда функций A(x), l<v<M. А так как корни A, уравнения 
(15) — простые, TO Ay, (x) 4 А», (х) при vy 52 Vg и, значит, О (х) >20 
при x@R*. Таким образом, система (37) однозначно разрешима 
при любых правых частях. Положим сначала [—=0. Тогда A%j;=0, 
Находим из системы (37) функции а“о(х). Затем из уравнений 
переноса (24) и начальных условий (30) определяем а^о(у). Зная 
эти функции, находим А*,; (у). Теперь можно решить систему (37) 
с /=1 и найти @%\o(x). Далее, из уравнений переноса (24) и ус- 
ловий (30) получаем а“! (у) и, значит, можем определить AY; (И). 
Решаем систему (37) при [=2 и т. д. № 

Замечание. Справедливы аналоги теорем 2, 3, в которых 
быстро осциллирующие начальные данные задаются не при #=0, 
а на произвольной гладкой поверхности. Вместо выполнения ус- 
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\ 
ловия теоремы 1 теперь требуется выполнение условий теоремы 6 
гл. Ш, а формальное асимптотическое решение будет существо- 
вать в области в, определенной в этой теореме. 

Параметрикс задачи Коши. Пусть теперь P(y, id/dy) — гипер- 
болический оператор порядка т, где, как и прежде, y= (Yo, Yr, ..., 
Yn), = y’=x. Назовем функции Ey(y,z), где z=R", М>0— 
целое, параметриксом задачи Коши для оператора P(y, id/dy), 
если в некоторой окрестности wCR*t! гиперплоскости #=0 функ- 
ции Ey являются решениями задачи 


10. 
P(y, i>) Ew = By Ys 2) ySo, 
di Ey 


= (38) 


г и (х, 2), 0< j <m—l, 
150 (8 (х —2) + Amin (x, 2), | =т—1, 
где 5 (х) — дельта-функция, 


&y SC™ (ох R"), вне С“ (Е"Х К"), lim N,=00. (39) 


Если Е — функция Грина задачи Коши (т. е. решение задачи 
(38) с gv=0, hj и=0, 0<]<тр— 1), то разность Ey—E будет 
решением задачи Коши с гладкими правыми частями и, значит, 
будет как угодно гладкой, если N достаточно велико. Таким 06- 
разом, структуры особенностей (разрывов функции и ее производ- 
ных) у Е и Ey одинаковы. Имея явную формулу для Ey, мы 
можем изучить ее особенности и тем самым получить особенности 
функции Грина. В частности, это дает фронты волн и особенности 
на фронтах для задачи о колебаниях сред, вызванных точечным 
источником. Параметрикс позволяет решить и многие другие за- 
дачи, например свести решение задачи Коши к интегральному 
уравнению с гладким ядром. Мы остановимся только на явной 
конструкции параметрикса. 


Для се” через с обозначим вектор o/|o|. При каждом фик- 


. 
сированном 2, си |o|—>0o построим с помощью теоремы 3 реше- 
ние задачи 


р 0 = —N4+m— 2 
Р(и 1 бу ) aw O(\of-*t"—2), 


= |0 (lol-*H~), 0<j<m—tl, 
t=0 (nytt +0 (1в|-№+"-2)} =m —1. 


al ay (40) 


ati 


‘Выполнение предположений этой теоремы следует из гиперболич- 
ности Р. Обозначим через (co) какую-нибудь бесконечно диффе- 
ренцируемую функцию, равную единице в некоторой окрестности 
бесконечности и нулю — в некоторой окрестности точки о=0. На 
формальном уровне (не заботясь о сходимости встречающихся 
интегралов) с помощью формул (31)—(34) легко можно пока- 
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3aTb, что функция . 
Ev= Jv@uvy, 2,0, |6) 46 - (41) 
в 


будет решением задачи (38), (39). Для придания строгого смысла 
интегралу (41) и встречающимся ниже аналогичным выражениям, 
будем рассматривать функции Ey и им как обобщенные функции 
по переменной 2 из пространства D’(R"), зависящие от остальных 
переменных как от параметров. Таким образом, равенство (41) 
есть краткая запись того, что для любой основной функции 
9=9(z) =D (R") 
f Ew ode = [+9 [и’фёеао. (42) 
в в" в" 
Теорема 4. Функция (41) является решением задачи (38). 


Доказательство. Пусть vy — решение задачи (40) с 2=0. 
Построим его. Для этого нужно решить задачу 


Н(у,у5) =0, $|-=(х, 9), (43) 


тде Н — старшая однородная часть полинома Р(у, 4). В силу 


теоремы | ее решения выражаются через лучи у==у” (т, 1; 0) си- 
стемы Гамильтона 


\=Но(4,9), %=—Н, (у, 9, (44) 
отвечахщие бихарактеристикам, выпущенным из точек 
(у, до = (0, м, А» (п, 9), 9, 1<у<т, (45) 


где Ay, 1<у<т, — корни относительно A уравнения Н (0,1, %, в) = 
=0. В силу гиперболичности Р корни этого уравнения веществен- 
„ны и различны. Тогда в силу теоремы 1 при каждом в существуег 
окрестность w гиперплоскости {=0, через каждую точку которой 
проходит ровно один луч каждого семейства у=у (т, 1; в), l<v< 
<т, и О(Уу’)/О (<, 1) 520 в w. Поскольку функция у” бесконечно 
дифференцируемо зависит от всех своих аргументов, а множество 
точек с компактно, то область ® можно выбрать не зависящей от д. 
Таким образом, из теоремы 1 следует, что задача (43) имеет 


т решений $=5$° (у, 6), l<v<m, и эти решения равны 
S” =( 1” (9, 9), в), 


где \” — точка гиперплоскости #=0, из которой нужно выпустить, 
луч (44), (45), чтобы он прошел через точку yew. Очевидно, 
SY — бесконечно дифференцируемая функция своих аргументов. 
Теперь в силу теоремы 3 


т N 
oy = У е—<л* 4. 9),0> 101 у а} (у, 6) \o\~, 


v=l 1=0 
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где а”, — некоторые бесконечно дифференцируемые функции своих 
аргументов. 

Очевидно, если и» — решение задачи (40) с г=0, то функция. 
uy=Uy exp(i<z,o>) будет решением этой задачи при любом 2. 
Тот же результат получится, если с помощью теоремы 3 решать. 
задачу (40) сразу при любом г. Итак, 

т N 

ae : = 

uy = e-t<n¥ (y, 6)-z,0> 101 § 41 (y, 0) 1“. 
>» у 

Теперь, если Е» — функция, определенная Формуднии (41), 
(42), то для любой функции фЕД (В") 


[Ем ф4 = J¥(0)9 (0) ov, 9 40, 
R" Rt 


где ф(о) — преобразование Фурье функции $(2). Из явного виды 
Uy следует, что для любого оператора О“ (формула (1)) справед- 
лива оценка: | О®ом| < Са (и) [© |“, |6] >1.Tax как, кроме Toro, 
функция $(о) убывает на бесконечности быстрее любой степени 
|o|-!, a (co) =0 в некоторой окрестности точки о==0, то 


D® [ En ode = J¥@eo D* on (y, 0) do. 
RY Rt 
Отсюда и из формул (31), (33) для функции vy получаем, что 


P(y, i) [ae [9099 Yi es" a x 


У=1 

N-+m 

У . m—l 

x У ay, дав, 
l=N+2 
т. е. ели N—m+2>n, то 
P (¥. ar) Ey = 
N+m 
= 140 Yor. ans iol У bi(y, 9) |a/"~ do. 
v=l l=N+2 


ice интеграл при N—m-+2>n абсолютно сходится. Более 
того, если от подынтегрального выражения взять производную по 
переменным у, г порядка не выше М — т — п-1, то интеграл бу- 
дет сходиться абсолютно и равномерно по ySo, 2е=К". Значит, 
выполнено первое из соотношений (39) с №: =М№М — т — п-1. Точ- 
но так же (с помощью формул (32), (34) вместо (31), (33)) до- 
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казывается, что 
| hyn (x, 2), 0< jc m—1, 


al Ey 1 
55 = —i<x—z, = 
ath No | ea У@е > 46 +h(x, 2), | =т—1, 
где 


в, ке С“" 7 (К"х В"), HEC" (RX К"). 
Поскольку, очевидно, 


{ (1 — (6)) e#<*-2.0> две С" (R" XR"), 
Rt 


то это доказывает и второе из соотношений (39). № 

Назовем коноидом с вершиной в точке z=R" поверхность Cz 
в R"t!, образованную лучами системы (44), отвечающими биха- 
‘рактеристикам, выпущенным из точек (у, 4) |.=о== (0, 2, 9°), где 
4еЕ”"+! — произвольный вектор такой, что |4°|==1 и Н(0, г, 4°) = 
=0. 

Задача. Докажите, что EyeC((wNCz) XR"). 

Указание. Сначала надо доказать, что если S=S(y, а) — 
зависящее от параметра a&R! решение уравнения Н (у, У,5) =0, 
то 0$/да — первый интеграл системы Гамильтона (44). Доказы- 
вается дифференцированием уравнения Н (у, У,$) =0 по а. Зна- 
чит, если 5 — построенные при доказательстве теоремы 4 реше- 
ния задачи (43), то V.(S*|o|)=const вдоль бихарактеристик. 
т. е. 


Vo [S"(y, 6) lol] ={VolS" (0, х, 0) ое, = 


= {Ус [(х, в)]} fran wy, = 0" (Y, 9). 


Если Фу — фазовая функция в выражении для им (см. доказа- 
тельство теоремы 4), то 


Ус OY =z — 1” (и, 0), т. е. Ус OY = 0 


при уЕС.. Дальше Ey исследуется с помощью приема, использо- 
ванного при доказательстве теоремы 6 гл. I. 

Системы уравнений. Пусть P(y, :0/ду; Е) — матрица размера 
d Xd из операторов порядка не выше т и 


т . 
Р(у,4; = Psy, 9; №, 
j=0 Я 
где Pj — однородные матрицы порядка т — ] по совокупности пе- 
ременных 4 и k. Как и раньше, через Н (у, 9) обозначим функцию 


Н(у, 4) =det Po(y, 4; 1). 


В рассматриваемой ситуации, как и в случае одного уравнения, 
система (9) имеет формальные асимптотические решения вида 
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(10), где $ — функция, а; — вектор-функции. При этом функция 
S(y) определяется по своим начальным значениям $ (0, x) =So(x) 
из решения задачи (13) с помощью теоремы 1. Чтобы сформули- 
ровать аналоги теорем 2—4, введем некоторые обозначения. По- 
скольку построенные в теореме | функции S=S’, 1<v<M, яв- 
ляются решениями уравнения (13), то матрица 


Ро(у, У5 (у); 1) (46) 


вырождена. Предположим, что при у= (0, х) и любых хе" она 
имеет ранг 4 — 1. Уменьшив, если это нужно, окрестность w гипер- 
плоскости {=0, построенную в теореме |, можно добиться того, 
чтобы матрица (46) имела ранг 4—1 при всех уе. Пусть 
r=r(y) — ее правый нуль-вектор и [={(и) — левый. 

Лемма 7. Если $=$(у) — решение задачи (13), то |H’q(y, 
У5) | ==0 при уее и существует такая функция a(y), что 


Цу) У«Ро(у, VS; 1) г(у) =a(y) Н’а(у, VS), уе. (47) 


Доказательство. В силу теоремы 1 О (/*) /Д (т, п) ==0 при 
уео. Первой строчкой указанной матрицы Якоби в силу системы 
(16) является вектор Н’о (у, 9), где g=VS. Значит, H’,(y, У5$)=20. 

Зафиксируем у= уе, и пусть 4°=\5$ (°). Рассмотрим мат- 
puny Ро(у°,9;1) и функцию Н(у°, 4) в некоторой окрестности Vo 
<А"+! точки 4==4. Если окрестность У достаточно мала, TO 
ira a(y’,g)|0 при geV и в этой окрестности уравнение 

/,49)=0 определяет бесконечно дифференцируемую поверх- 
ность Q, причем вектор H’,(y°,g) ортогонален Q. При 4еО мат- 
рица Po(y°,g;1) вырождена, и если окрестность У достаточно 
мала, то эта матрица имеет ранг 4—1 при 90. Пусть f(g) — ее 
правый нуль-вектор, 1(9) — левый. Очевидно, #(4°) ==г(у°), 1(4°) = 
—1(у). Так как 1(9)Ро(, 4; 1)? (9) =0 при geQ, то ‘вектор 
Vdi(q) Ро (у, 9; 1)Р(9)] ортогонален Q. Значит, 


Vo LQ) Poly, а; I) FQ) =“ (1, 9) VoH (№, 9. (48) 


Поскольку [Г и !’— нуль-векторы матрицы Po, то У. (РР) = 
—1(\У.Ро)Р. Преобразовав с помощью этого соотношения левую 
часть (48) и положив затем в (48) g=q®, получим (47) с у=у°. № 
' Заметим, что функция а(у), определенная в лемме 7, легко 
вычисляется, если известно решение $(у) задачи (13). При #=0 
она может быть найдена без отыскания функции $, поскольку 
У5 (у) при {=0 дается формулой (17). 

В дальнейшем будет предполагаться, что а (у) 520. 

Заметим, что это условие выполнено, например, для систем 
любого порядка, у которых матрица Po(y, VS; 1) симметрична и 
т. (у, VS; 1) =c(y) £, где Е —единичная матрица и функция 
<(у)==0 (в частности, для симметрических систем первого поряд- 
ка, разрешенных относительно ди/0!).. Действительно, в этом 
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случае первая компонента вектора, стоящего в левой части ра- 
венства (47), равна c(y)/(y)r(y). Она отлична от нуля, поскольку 
при сделанных предположениях вектор-строка [(у) получается 
транспонированием вектор-столбца г(у). Значит, a(y)=40. 

Прежде чем формулировать условие теоремы, напомним, что 
в силу леммы 6 утверждения лемм 3—5 остаются справедливыми 
и в матричном случае. Конечно, при этом операторы Q;, участвую- 
щие в формулировке этих лемм, являются матричными. Через 
#(у) обозначается выражение, стоящее в квадратных скобках 
в правой части формулы (8), где Po(y,qg) и Pi(y,q) определены 
в лемме 5. В рассматриваемом случае й — это матрица. Функ- 
ция gj, определенная в формуле (19), является вектор-функцией. 
м Nal (y)A(y)r(y) — <Ки) У«Ро(и, VS; 1), Vr(y) >, vi(y) = 
=) (9). : 

Теорема 5. Пусть So=C~(R"), ImSo=0, выполнено условие 
теоремы 1 и S=S(y), ую — одно из построенных в теореме 1 
решений задачи (13). Пусть при всех уе ранг матрицы (46) 
равен 4—1 и а(и) 5=0 при уе. Тогда при любом N<oo сущест- 
вуют такие вектор-функции а;=а;(у)е=С® (о), 0<]<М, что век- 
тор-функция (20) будет решением системы 


P(y, 2. в) = ("+"), во, 
ду 


где правая часть равна 

N+m ь м 

ги SP Бу", вес” (о). 

МН 
При этом а; (у) = из (у)г (у) а; (у), где после выбора функции $ (у) 
вектор-функция 4;(у) определяется однозначно из некоторой ал- 
гебраической системы уравнений по функциям а (у), 0<1<]—1 
(4% ==0), г(у) — правый нуль-вектор матрицы (46), а ‘коэффициен- 
ты pj(y) могут иметь любые начальные условия при 1=0 и удов- 
летворяют рекуррентной системе обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений (уравнений переноса), выполняющихся вдоль лу- 
чей y=y(t,n) задачи (16), (17), соответствующих выбранной 
функции S: 

0 j=0. 


au Maw BU MH=L We wy узо. 


Доказательство. Kak и в случае одного уравнения, под- 
ставив выражение (20) в систему (9), получим выражение (25), 
где вектор-функции 6; имеют вид (26). Поскольку ранг матрицы 
Qo(y) равен 4—1 при всех yo, то, положив б,=0, получаем, 
что @а0==цо(у)г(у), где функция ро(у) пока произвольна. 

Положив 61=0, получаем следующую систему для определе- 
ния вектора ал: 


@, фа, = —0, (+ iF) ao . (60) 
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Поскольку матрица Qo вырождена, то эта система имеет решение 
тогда и только тогда, когда правая часть ортогональна вектору 
L(y), т. е. 1, (рог) =0. Вспомнив явный вид оператора ©; (лем-. 
мы 5, 6), последнее уравнение можно переписать в следующем 
виде: 


<IVqPo(y, VS; 1), У (wor) > — Шшг=0. 


Дифференцируя второй сомножитель в скалярном произведении, 
получаем 


<IVqPo(y, VS; 1)г, Уш> — В (у) ш=0. 


В силу леммы 7 последнее уравнение можно переписать следую- 
щим образом: 


а (у) <Уш, Vat (9, VS) > — B(y) ш=0, 


что эквивалентно уравнению (49) с j=0. Последний переход до- 
казывается точно так же, как и переход от уравнений (27) к (24). 

Таким образом, если ш удовлетворяет уравнению (49), то си- 
ctema (50) разрешима. Ее решения определяются с точностью до 
слагаемого р (/)г(у). Пусть 4! (у) — частное решение системы (50). 
Например, можно взять в качестве 41(у) вектор, ортогональный 
r(y). Тогда из (50) получаем, что а! (у) =: (у)г(у) + а, (у), где 
функция ри(у) пока произвольна и будет определяться на следую- 
щем шагу. 

Полагая 62=0, получаем из (26) следующую систему для оп- 
ределения вектора а2: 


да, = —Q (9, iF) a ) + tes - (61) 


Она разрешима, если /(О1а! — #1) =0, что приводит к ypaBHe- 
нию (49) для р! точно так же, как только что уравнение 1Q\a>=0 
приводило к уравнению (49) для po. Таким образом, если ри удов- 
летворяет уравнению (49) с j=1, то система (51) разрешима. Ее 
решения имеют вид а2==и2(у)г(у)-На2(у), где 42(у) — частное 
решение системы, а функция и2(у) произвольна. Полагая 6з=0, 
получаем уравнения для po и d3 ит. д. 

Аналог теоремы 3 в случае систем мы для простоты приведем 
только для систем первого порядка вида 


iu; (t, x) +L (t x, iz) u (t, x) =0(k-), (52) 


N 
и (0, x) = eS) Fc, (x) + O(K™), ип, =0, (53) 


1=0 


где ци с! — векторы из 4 компонент, [. — матрица размера dXd 
из дифференциальных операторов первого порядка. Пусть Lo— 
старшая однородная часть матрицы [, получающаяся после от- 
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брасывания у операторов, составляющих матрицу L, свободных 
членов. Тогда Po(y, 4) =AE+Lo(y, p), где 4= (^,р) и Е — единич- 
ная матрица. Как и раньше, предполагается, что функция Н (у, 9) = 
= det{AE+Lo(y, p)} — вещественнозначная. Пусть уравнение 


H (0, x, A, VSo(x)) =det{AE-+Lo (0, x, VSo(x))}=0 (54) 


при каждом хе” имеет 4 различных вещественных корней A= 
=),(x), 1<v<d. В частности, эти условия выполнены, если си- 
стема (52) гиперболична и | VSo(x) | 5-0, хе”. 

Теорема 6. Пусть уравнение (54) при каждом хеЕЁ" имеет 
4 различных вещественных корней A=A,(x), 1<v<d, и $=$%(у), 
ySo, 1<у<4, — построенные в теореме 1 решения задачи (13). 
Тогда для всех решений S=S*(y) задачи (13) выполнены условия 
теоремы 5, и если 


N : 
Wy) = eA Fay (y) A 
j=0 


— построенные в теореме 5 формальные асимптотические решения 


уравнения (52), где а} (у) =p} (у) г (у +4) (y), то начальные ус- 
ловия wy, (х) = у(0, х) можно задать так, чтобы функция и= 
а 


= xy” была решением задачи (52), (53). 

v=! 

Доказательство. Условие на корни уравнения (54) озна- 
чает, что все собственные значения матрицы Lo(0, x, VSo(x)) ве- 
щественны и различны. Отсюда следует, во-первых, что ее собст- 
венные векторы 7% (х), l<v<d, при каждом хе" образуют ба- 
зис в КА и, во-вторых, что ранг матрицы Ро! и, У$%(5}} при #==0: 
равен d— 1. Взяв окрестность @ достаточно малой, можно добить- 
ся того, чтобы ранг этой матрицы был равен 4—1 при всех yew 
(напоминаем, что в силу уравнения (13) она вырождена). Таким 
образом, в рассматриваемом случае условия теоремы 5 выполнены. 
для любого решения $=5$°(у) задачи (13). Значит, функция u= 
=u" будет решением системы (52). 

Остается обеспечить выполнение условия (53), для чего, оче- 
видно, достаточно, чтобы 


а а 
E ep), x) = (9 — Pa? Ox), 0<1<м. (55) 


v=1 v=1 


Так как r¥(0,x)=const-r%9(x), то векторы 7°(0,x) при каждом 
хе" образуют базис в К“. Значит, при каждом | система (55) © 
может быть решена относительно р”» при любой правой части. 
Векторы &;(у) определяются по а%(у), 0<1<] и d%(y)=0. Ре- 
шив систему (55) при j=0, находим р^о(х). Далее, из уравнений 
переноса (49) с /=0 определяем p%o(y) и, значит, а*, (у). По этой 
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вектор-функции строим 4, (у) и, решая систему (55) с j=1, на- 
ходим и’ю(х). Затем опять решаем уравнение переноса для опре- 
деления р”, (у). Получаем а”! (у) и, значит, 4%(у) и т. д. Таким 
образом, система (55) может быть последовательно решена при 
всех |=0,1,..., М. № 

Заметим, что правые части в задаче (52), (53) для построен- 
ного в теореме 6. решения имеют структуру, аналогичную той, 
которую имели правые части в задаче (31), (32). Поэтому с по- 
мощью теоремы 6 можно построить параметрикс задачи Коши 
для системы (52) точно так же, как это было сделано в случае 
одного уравнения. 

Очевидно, все результаты этого параграфа имеют локальный 
характер, т. е. их можно сформулировать так, чтобы точка х при- 
надлежала некоторому компакту, а не К”. 


$ 3. Разрывные решения уравнений 


Пусть Р(4, x, (9/0 19/[0х) — линейный дифференциальный опе- 
ратор порядка т в ограниченной области @<К"+! с бесконечно 
дифференцируемыми в © коэффициентами. Будем искать разрыв- 
ные решения уравнения 


Р( г) Ге С* ®, у-(, ». (56) 


Jina описания разрывов введем обобщенную функцию от одной 
переменной SsER!: 


=e ppt 
Хо = Fadi & D’ (R)), 
где Г(а--1) — гамма-функция. При Rea>—I1 эта функция опре- 
деляется формулой 


td 7 
a) = | =a ods, g=D(RY, 
s>0 


а при Rea<—1 она определяется с помощью аналитического про- 
должения по а (см. [46]). В частности, при а=—т, т>0, эта 
функция совпадает с 6—1 (5$). 

Пусть $ — бесконечно дифференцируемая поверхность: в ©, за- 
данная уравнением $(у) =0, s]=C~(Q), Ims=0, У5520 при ye. 
Предположим, что иеС® (95), а в окрестности поверхности $ 
функция и имеет особенность типа p(y) х» (5(и)), ф=С®(9). Кон- 
станта а определяет порядок особенности функции и на $. В част- 
ности, при целых a—=m>O0 это означает, что производная порядка 
т от функции и по направлению нормали к $' терпит скачок при 
переходе через $, а величина этого скачка равна 1ф|\$|”, уе$. 
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Более точное предположение относительно функции и заключает- 
ся в следующем. Пусть существуют такие №>0, a&R! и функции 
pjeC~(Q), 0<]<М, что 


N 
u(y) = $ ($ (9) + hw (y), (57) 
‚ 


где з=С®(0), Ims=0, \У$520 при уе $5, нЕт <}. Здесь 
и ниже через {а} обозначается наименьшее целое число такое, 
что {а}>а, а через И", — пространство обобщенных функций в ©, 
производные которых до порядка г включительно суммируемы в 9. 
Заметим, что при любом В 


4p (5 (1) Е Wi". (58) 


Для функции x, справедливо равенство 
$ Ха (5) = (а + 1) № (5). (59) 


Поэтому даже при фиксированных а и функции 5=$(у) коэффи- 
циенты pj разложения (57) не определяются однозначно по функ- 
ции и. Чтобы устранить эту неоднозначность, разложим функции 
1pj в окрестности поверхности $ в ряд по степеням функции 5. Для 
этого предположим, что в Q существует гладкая невырожденная 
замена переменных (х)- (5,2), 2= (21, ...,2„), переводящая по- 
верхность $ в часть гиперплоскости s=0. Сделав эту замену, 
представим функции 1p; в виде суммы М членов ряда Тейлора по 
степеням $ с остаточным членом в форме Лагранжа и избавимся 
от степеней $ с помощью формулы (59). Таким образом, формула 
(57) перепишется в виде 


м 
и(у) = У 95 (2 (Y)) Xai (8 (9) + By (y)s (60) 
j=0 
rye ; 


seC” (Q), Ims=0, ys 40 при у $, gye ws 


феС®(9) и функции ф; определяются однозначно по функциям 
Yr, 0<Ё<7. Обозначим через ф|5 значения функции ф Ha поверх- 
ности S={y:yeQ,s(y)=0} и через a%j;, k<j, константу 
(а-НЕ-Е1) (a+k+2) ..... (а-Н]-Н1)/1—-Н1)!. Из сказанного выше 
следует 

Лемма 8. Если для функции и справедливо разложение (57), 
то ее можно записать в виде (60), где 


i 

gine. : 
Pols = Pols; P+sls = Я +15 + У (afi АН. %) Ё 0<j<N—-I. 
k=0 
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Замечание. Поскольку функции gj не зависят от $, TO они 
полностью определяются своими значениями на поверхности $. 
Для конкретного счета бывает полезно следующее очевидное ра- 
венство 

d!/As'=[| Vys|2<Vys, Уу>]. (61) 

Лемма 9. Пусть функция и в области QCR"* представима 
в виде (60). Тогда при фиксированных а и функции s=s(y) коэф- 
фициенты ф; однозначно определяются функцией и. 

Доказательство. Надо показать, что ф;=0, 0<j<N, 
если и=0 как элемент D’(Q). Пусть 2=2, s=0— произвольная 
точка на $ и фер(9) — основная функция вида ф=/-1 (2) Х 
Жй($)ехр (#5), где J=|D(s,z)/D(y)|, эе Со (R"), Ве С (В, 
# ($) =1 в некоторой окрестности точки $==0 и носители функций 
9, A находятся в настолько малых окрестностях точек 2==20, $=0 
соответственно, что зиррфеФ. Тогда 


и) = [ «Фуфа= [ upldsae. 
кн вм 
Отсюда, поскольку и=0, имеем 


N 
У [ f 91 2) [ны (s) A (s) eds] + 
j=0 pr Rt 
+ | By 0 (2) В ($) es dsdz =0. (62) 
кн 
Оценим каждое слагаемое в равенстве (62) при А->оо. Если 


Ез— оператор преобразования Фурье по переменной $, то при 
любом целом М>0 и AO 


= БИ —h(5)] Ха (S)} = (—iA)—™ Feng (3), (63) 
е 
9-2 в жьы. 


Очевидно, 4(5) =С®(В!) при всех М, a+j и 9($) =С54++М при 
s>1 (С=0, если а целое, a+j<M). Значит, при M>a+j+1 
функция Р.>9 ограничена при AGR!. Отсюда следует, что левая 
часть равенства (63) является при ^520 регулярной функцией, 
имеющей порядок О (^-®) при ^—<о. Это вместе с равенством [46] 
Fs_.%p=i exp (ipn/2)A*—, A340, приводит к тому, что при A->co 


ново eds = енив уч 4 OCA), 
Ri 


Легко показать, что последнее слагаемое в левой части формулы 
—МЬ—1— {a 
(62) имеет порядок o(A ©) при ^-— оо. Таким образом, 
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формула (62) при A—->oo имеет вид 


N 
Уре [oj oe) dene +0 *))} =o), 
j=0 Rn 


Отсюда следует, что все интегралы, ‘входящие в последнюю фор- 
мулу, равны нулю. Так как функция о произвольна, это доказыва- 
ет утверждение леммы 9. 

Нашей целью является описание поверхности $=={у : уе, 
5(у) =0}, на которой решение вида (60) уравнения (56) теряет 
гладкость, и коэффициентов ф; в равенстве (60), характеризую- 
щих количественно соответствующие разрывы. При этом, соглас- 
HO замечанию к лемме 8, функции ф; достаточно знать лишь на 
поверхности $. Напомним, что через 4== (qo, 41, ..., Gn) обозначают- 
ся переменные, двойственные к у. Через Aj(y) обозначим функцию 


Aj(y) =—A(y) + (a— m+j+1)|Vs(y)|?<Vs, У,(Н(у, Уз) )>, 


где h(y) — функция, стоящая в правой части формулы (8) в квад- 
ратной скобке. 

Теорема 7. Пусть P(y,id/dy) — гиперболический оператор 
порядка т, функция и в ограниченной области QCR*' npedcra- 
вима при некоторых N>0, «ЕЁ! в виде (60), где go почти всюду 
на $ отлична от нуля, и 

Р (+. iz) sew, ". (64) 
ду 

Тогда: 

1. Поверхность $ — характеристическая. 

2. Если y= (К, х)=$ и $,— сечение поверхности $ гипер- 
плоскостью {=, то существует окрестность VCR" точки у, 
в которой: а) поверхность So записывается в виде =, x=x(E), 
#=+Ис<Ю”-\, где x(§)=C~(U), rank 0x/O§=n— 1, 6) поверхность $ 
составлена из лучей y= y(t, &) системы Гамильтона: 


км 2 = 
dt =Hiy(y, 9, dt 7, Huy, 9, (65) 
отвечающих бихарактеристикам с начальными данными: 
(== (to, © (E), Уз, x(8))), Е®И. 
3. Функции 


$, (т, Э =Pb=u,9, 0<1<МЫ—1, 


являются решениями рекуррентной системы обыкновенных диффе- 
ренигальных уравнений га 


49 а, 9бу=Ь в, 9, 0<1<МЬ-1, (68) 
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где функция F(t, Е) 0 определена в теореме 11 гл. III, 
а; (т, & = А, (у (т, &)), р =0, 


1-1 $ ga 
HE 9 =У Wile, & At, 0/09, 0< jf <N— 


1=0 


и 9; — некоторые дифференциальные операторы порядка не выше 
]+1— Г с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами. 
Наоборот, если функция и представима в виде (60) и выполне- 
ны утверждения 1—3 теоремы, то справедливо соотношение (64). 
Доказательство. Применяя лемму 3 к функции (60) ‘и 
учитывая очевидное равенство x's Xp-1, справедливое при любом 
ВЕК'!, получаем, что 


N 
Р (y, iz) usin у Seton +P (. i=) ay = 
№ шел i 
=im У {[ > (Е: +9 amt} + Вы, (67) 
k=0 1=0 
где 


ве) ва) 


Pan) ’ 
hy =P (г-н +2! (ВФ оный 


и суммирование в последнем слагаемом ведется по тем k=0, 1,. 
и j=0,1,...,N, для которых k+j>N. Из (58) следует, что ce 


Nell aed Правую часть равенства (67) с помощью лем- 
мы 8 представим в виде (60): 


N 
Р( 1) mew) toma(60) + Ey, 69 


где fy witt 2-м а 
wy|s = (Ro Po) Is, (69) 
АТГ min(km) ai-en 
ов = У [aa (вы |. . Op 
k=0 1=0 


где 0<j<N—1 u ajyr;=1. Теперь из леммы 9 следует эквива- 
лентность соотношения (64) и равенств 


| з==0, O<k<N. (71). 
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Остается показать, что из соотношений (71) и того, что go~0 
почти всюду на $, следуют утверждения 1—3 теоремы, а из этих 
утверждений вытекают соотношения (71). 

Если go0 почти всюду на $, то из соотношения (71) с &=0, 
(69) и (7) получаем, что 


Ro|s=H(y, Vs) |s=0. (72) 


Наоборот, из (72) следует соотношение (71) с #=0. Используя 
(72) и (70), соотношения (71) с &>0 можно переписать в следую- 
eM рекуррентном виде: 


[Rest л"- Roe] |, = 


‚ dl minG-+1—1,m) 


ден м 
[ori Ge (ВФ ||» 0<1<м—1. (19) 


1=0 i=0 


Теперь остается показать, что уравнения (72), (73) эквива- 
лентны утверждениям 1—3 теоремы. Но соотношёние (72) озна- 
чает, что поверхность S характеристична. Поскольку оператор 
Р гиперболический, то направление у== (1,0,...,0) не характе- 
ристично (см. гл. III, $ 6) и, значит, Ves(y) 40 при уе5. Отсюда 
<ледует справедливость утверждения 2 а) теоремы 7. Тогда из 
теоремы 11 гл. П вытекает справедливость утверждения 2 теоре- 
мы 7. Наоборот, из утверждений 1, 2 теоремы, конечно, следует 
равенство (72). Остается показать, что уравнения (73) эквива- 
лентны уравнениям (66). Для этого заметим, что, согласно заме- 
чанию к лемме 8, функции фг,0<1</—1, в правой части равенства 
(73) могут быть восстановлены по фи и, значит, правая часть фор- 
мулы (73) имеет тот же вид, что и в уравнении (66). Поскольку 
ап =а—т-Н]--1, для функции Ro справедливо соотношение (72), 
а оператор Q;==iR; имеет вид (8), где выражение в квадратных 
скобках обозначено через A(y), то левая часть уравнения (73) 
равна 


[уе Vey. V9) — 
—h(y) 9, + (a—m+j +1) [sau vs)] +] | = 


=([(V 9), У Н (и, У5)) + A; 9) ФЛ 5. (74) 


В последнем равенстве мы воспользовались соотношением (61). 
Из теоремы 11 ra. Ш следует, что Уз(у)=Р(т, Е) 9 (ч, =), где 
y=y(t,&), 9=9(т, Е) — семейство бихарактеристик системы (65), 
из лучей которого составлена поверхность 5, а функция F опре- 
делена в теореме 11 гл. Ш. Из однородности функции Н и систе- 
мы (65) получаем, что 


Vai (и, Vs) =F V oH (9, 9) =Еу’.. 
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Вместе с равенством (74) это показывает, что левая часть ypaB- 
нений (73) совпадает с левой частью уравнений (66). B 

Замечание. Теорема 7 остается справедливой и ее доказа- 
тельство не меняется, если вместо гиперболичности оператора Р 
потребовать выполнения условий теоремы 10 гл. III. 

Распад разрыва. Пусть So={x : xR", So (x) =0}, где So=C™(R"), 
Im 50==0 и \У5520 при 5°(х) =0. Будем предполагать, что опера- 
тор Р(у, {0/9у) удовлетворяет условиям теоремы 10 гл. III, т. е. 


H(0, х, у) 40, хе5о, у= (1,0, ..., 0) . (75) 
и уравнение относительно A 
Н\(0, x, 4, У5о(х)) =0 (76) 


при всех x@So имеет ровно М вещественных и притом простых 
корней. В частности, эти условия выполнены, если оператор Р — 
гиперболический, при этом М=т. 

Будем искать решение уравнения (64), которое вместе со свои- 
ми производными по # до порядка М— 1 имеет при #=0 задан- 
ные разрывы на поверхности So, т. е. будем искать функцию и, 
определенную в некоторой окрестности w гиперплоскости #=0, 
являющуюся решением задачи 


Р (+, =) ше >", (77} 
al ‘ 
fo de (5) Xai (69 ()) + fi 2), OS F< M—1, (78) 


где дес (Re) — заданные и а |; — произвольные функ- 
— 

ции такие, что Е wi ie +t} . Здесь №1, «— пространство: 

функций в ®, принадлежащих №”, в каждой ограниченной области. 


oco. 

В, силу теорем 10, 11 гл. II] в некоторой окрестности o!'CR™! 
поверхности Sp существует ровно М характеристических поверх- 
ностей 5%, совпадающих с So при {=0. Пусть эти поверхности за- 
даются уравнениями 5“(у) =0, где 5*е=С°®(о!), Ип5*==0, \5*5Е0 
при ySS¥. Через и” обозначим построенные в теореме 7 решения. 
уравнения (77) вида (60): 


N 
ш = ¥ gy (2(y)) Xats (s” (y))- 

1=0 
Здесь функции $%;(2) удовлетворяют уравнениям переноса (66} 
и могут иметь любые начальные условия 9}|5, при #=0. Функции 
и определены, вообще говоря, только при yeo!. Пусть Q= 
={y: yeR"', #=0, хе} и 2, «3 — две такие окрестности О, что 
eco и 63] 5*= ©, 1<у<М. Очевидно, область „==®\)о? содер- 
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жит гиперплоскость t=0. Пусть h@C~@(R"+!) — некоторая функ- 
ция такая, что h=1 при ySo'No’, h=0 в ow. Тогда функцию 
+huY можно считать определенной в w, и она будет удовлетворять - 
соотношению (77), поскольку она отличается от UY на функцию 
из C*(@). 

Точно так же, как из теоремы 2 следовала теорема 3, теперь 
< помощью теоремы 7 и замечания к ней доказывается справед- 
ливость следующего утверждения. 

Теорема 8. Пусть выполнено условие (75) и уравнение (76) 
при всех хе$, имеет ровно М вещественных и притом простых 
корней. м функции Фу (2) |5, можно выбрать так, чтобы функ- 


ция u=h у и” была решением задачи (77), (78). 


Замечения. 1. Пусть ‘оператор Р таков, что начальная за- 
дача Ри=| при yeo, дзи/0Н= при t=0, 0<]<М— 1, имеет 
гладкие решения при достаточно гладких f, |; (например, опера- 
тор P гиперболичен). Для таких операторов теорема 8 утверж- 
дает, что разрывы решений, имеющиеся при t=O на поверхности 
So, распространяются при {>0 вдоль характеристических поверх- 
ностей, проходящих через So. Так как функции $*;, характеризую- 
лцие количественно величину этих разрывов, удовлетворяют урав- 
HeHHAM переноса, то, определив начальные данные на So для этих 
‚функций, мы получаем возможность найти величину разрывов на 
каждой из характеристических поверхностей, проходящих через So. 
При этом рассуждения, приведенные выше при доказательстве 
‘теоремы 3, позволяют не только доказать существование решения 
задачи (77), (78), но и явно указать PY |s,. 

2. Так же, как и утверждения предыдущего параграфа, теоре- 
My 8 можно было сформулировать и доказать в локальных тер- 
‘минах. 

3. Теоремы 7, 8 легко обобщаются на случай систем уравнений 
(см. $ 2). 

Литературные указания, дополнения. Изложенный в $ 2 метод 
отыскания быстро осциллирующих решений для обыкновенных 
дифференциальных уравнений был предложен Грином и Лиувил- 
лем (1837). Для уравнений в частных производных этот метод 
впервые был применен П. Дебаем и Зоммерфельдом (1911), а для 
задач квантовой механики — Вентцелем, Крамерсом и Бриллю- 
эном (метод ВКБ). На общие уравнения и системы этот метод 
был распространен Биркгофом [130] и Лаксом [138]. В изучении 
разрывных решений гиперболических уравнений основополагаю- 
щими были работы Адамара. Изложение материала этой главы 
во многом следует монографии Куранта [63]. Там же имеются ин- 
тересные приложения и примеры, в частности связь рассмотрен- 
ных вопросов с вариационными принципами. 

Решения уравнений, построенные в этой главе, были опреде- 
„лены «в малом», т. е. в достаточно малой окрестности гиперплос- 
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кости t=0. Это было связано с тем, что соответствующие ypaBHe- 
ния Гамильтона—Якоби имеют решения только в такой окрест- 
ности. Методы построения формальных асимптотических решений 
и разрывных решений «в большом», т. е. на любом конечном про- 
межутке времени, будут обсуждаться в следующей главе. 

Изложенные выше методы автоматически пригодны для отыс- 
кания формальных асимптотических (быстро осциллирующих) ре- 
шений стационарных задач с малым параметром при старших 
производных (или большим — при младших членах), если область 
пространства А”, в которой ищется решение, настолько мала, что 
связанное с задачей уравнение Гамильтона—Якоби разрешимо. 
Поскольку последнее условие выполняется крайне редко, то при 
отыскании ‘формальных асимптотических решений стационарных 
задач приходится использовать технику построения таких решений 
«в большом» (см. гл. У, XI). 

За пределами книги остались важные и трудные вопросы, свя- 
занные с перенесением предложенных выше методов на смешан- 
ные и краевые задачи. Изложение результатов по этой проблеме 
потребовало бы отдельной монографии. Чтобы ориентировать чи- 
тателя, укажем на некоторые работы, при этом не претендуя на 
полноту приведенного списка. Задачам, в которых лучи системы 
Гамильтона не касаются границы области, посвящены работы [172, 
131, 149, 184, 111]. В (115, 188, 8, 19, 147, 168] дано построение 
асимптотики решения задачи дифракции на выпуклом теле, в ко- 
тором соответствующие лучи касаются границы области. Эти по- 
следние работы послужили отправной точкой для получения це- 
лого ряда результатов о структуре особенностей решения смешан- 
ных задач для гиперболических уравнений и о коротковолновых 
асимптотиках решений соответствующих краевых задач для эллип- 
тических уравнений [18, 9—12, 20—22, 185, 157, 112]. Другие ме- 
тоды (типа энергетических оценок) для отыскания места распо- 
ложения особенностей решения смешанных задач используются 
в работах {56, 158]. В [150, 152, 151, 159, 173, 174] получена корот- 
коволновая асимптотика амплитуды рассеяния волн на ограничен- 
ном теле в однородной среде. 


4 Б-Р. Вайнберг 


Глава У 
КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР В. П. МАСЛОВА 


Канонический оператор Маслова позволяет построить формаль- 
ное асимптотическое решение «в большом» для широкого класса, 
дифференциальных уравнений. Этим методом решен целый ряд. 
принципиальных задач. Но еще существеннее его универсальность 
и конструктивность, позволяющая написать с помощью одной и 
той же процедуры соответствующее формальное асимптотическое- 
решение для самых разнообразных задач. Например, можно рас- 
смотреть стационарное или нестационарное волновое уравнение 
для неоднородной (быть может, неизотропной) срёды и с помощью- 
канонического оператора написать коротковолновую асимптотику’ 
поля в целом в случае произвольно заданного падающего поля 
или для заданных источников. При этом поле описывается и в 
окрестности любых каустик. Можно написать коротковолновую- 
асимптотику амплитуды рассеяния. Аналогичные вопросы решают- 
ся тем же самым методом и для уравнения Шредингера, систем 
Максвелла и теории упругости и для большого класса других. 
уравнений и систем. Канонический оператор позволяет решить за- 
дачу о распространении разрывов решений, получить классифика- 
цию возможных каустик и полей в окрестности каустик, получить. 
для самосопряженных операторов асимптотику серий собственных 
значений, связанных с инвариантными лагранжевыми многообра- 
зиями, и асимптотику соответствующих собственных функций, ис- 
следовать локальную разрешимость уравнений. Решение всех этих 
задач дается в терминах решений некоторой системы обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений — системы Гамильтона. 

Мы изучим метод канонического оператора, решив подробно- 
в $ 1—4 одну конкретную задачу. В качестве такого примера мы 
возьмем стационарную задачу о рассеянии плоской волны в не- 
однородной среде. Для простоты и для того, чтобы иметь воз- 
можность использовать геометрические иллюстрации, мы ограни- 
чимся двумерным случаем. В конце $ 4 без каких-либо пояснений 
будет повторен рецепт построения канонического оператора, даю- 
щего решение указанной задачи. В $ 5 приводится еще оди№ 
пример. Потом, в $ 6, уже кратко обсуждается общая конструк- 
ция канонического оператора Маслова. 

Для овладения методом канонического оператора Маслова не- 
обходимо знать метод стационарной фазы ($ 1, 2 гл. I), уметь. - 
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решать уравнения Гамильтона—Якоби ($ 2—4 гл. Ш) и быть © 
знакомым с методом BKB «в малом» ($ 1, 2 гл. IV). Однако, 
поскольку мы .старались придерживаться принципа максимальной 
формальной независимости глав (в тех случаях, когда это воз- 
можно и целесообразно), мы предпочли прибегнуть к некоторым 
небольшим повторам, чтобы, по крайней мере при первом чтении, 
с этой главой можно было ознакомиться почти независимо от всех 
предыдущих. 


$ 1. Задача о рассеянии плоской волны 
в неоднородной среде 


Постановка задачи. Пусть х= (хи, х2) Е А?, ф — решение урав- 
нения Гельмгольца \ 


[А+ (х)№(Е, x) =0, хеЕ?, #>0. (1) 


Будем предполагать, что e=C~(R?), =>0 при всех xeR" H e(x)= 
=1 при |х|>а. 

Этому уравнению удовлетворяет амплитуда установившихся 
колебаний (механических, акустических, электромагнитных и т. д.). 
Функция = характеризует среду, а константа k пропорциональна 
частоте. Нас будет интересовать асимптотика решения при #—со, 
т. е. коротковолновая (или, что то же самое, высокочастотная) 
‚асимптотика. Отметим, что стационарное уравнение Шредингера 
также имеет вид (1). В квамтовой механике TEADRR AE выше 
асимптотика называется квазиклассической. 

Уравнение (1) при фиксированном k>0 имеет бесконечное 
множество решений. Интересующее нас единственное решение 
выделяется условиями на бесконечности. Будем искать решение 
4р вида 


(Е, = ем + и (в, 2), 2) 
где функция и удовлетворяет условиям излучения 
u(k, x) =0(— №), ae — фи (Е, x) = о), r=|x|—00. 


(3) 


Здесь функция ехр(#х,) описывает идущую вдоль оси х! плоскую 
волну. Она удовлетворяет уравнению (1) при г==1. Функция и 
описывает волну, возникающую в результате рассеяния на неодно- 
родностях среды (и==0 при e=1). Хорошо известно (подробнее 
‘06 этом будет идти речь в гл. УП), что уравнение (1) имеет и 
притом единственное решение, удовлетворяющее условиям (2), 
(3). Именно его мы и будем обозначать через 1$. 

Формальным асимптотическим решением уравнения (1) назы- 
вается функция фм, удовлетворяющая уравнению 


[АР (x) фм (®, x) =O(k-"), ко, (4) 
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при некотором достаточно большом М>0. Обычно оно строится 
в ограниченной области |x|<b. Задача получения асимптотики 
точного решения распадается на две, часто совершенно не связан- 
ных между собой, задачи: построение формального асимптотичес- 
кого решения и обоснование, т. е. оценка разности между по- 
строенным формальным асимптотическим решением и точным ре- 
шением задачи. В нестационарных задачах имеется конечная ско- 
рость распространения возмущений и энергетические оценки, из 
которых следует малость решения, если малы правые части за- 
дачи. Поэтому в этих задачах обоснование не представляет труд- 
ности, и формальное асимптотическое решение является асимпто- 
тикой точного решения. Гораздо хуже обстоит дело в стационар- 
ных задачах, и в частности в случае уравнения (4). Так как фк 
строится при |x|<6 без каких-либо граничных условий, то таких 
решений уравнения (4) бесконечное множество и построенная 
наугад функция фм не будет близка к и. Даже если tpy удовлет- 
воряет уравнению (4) во всем пространстве и удовлетворяет ус- 
ловиям (2), (3), этого недостаточно, чтобы оценить разность 
p(k, x) —фл(Ё,х). Для этого необходимо еще иметь подходящие 
оценки обратного оператора {А- №? (х)]-', которые можно на- 
деяться получить только, если правая часть в (4) достаточно 
быстро убывает при г-—+со. Таким образом, вопросы обоснования 
в данном случае приводят к необходимости получения равномер- 
ных по спектральному параметру k оценок резольвенты оператора 
в точках непрерывного спектра и к асимптотическому исследова- 
нию решений одновременно по двум параметрам Ас, го. 
Эти вопросы достаточно трудны и будут обсуждаться в гл. X, XI. 
Здесь же только будет с помощью канонического оператора Мас- 
лова построено одно формальное асимптотическое решение, кото- 
рое, как потом окажется, на самом деле является асимптотикой 
точного решения. 

Дебаевская процедура. Будем искать формальное асимптоти- 
ческое решение задачи (4) в виде 


фм (Е, x) = ett) > (ik)! a; (x), ImS=0. (5) 


i=0 


Такие формальные асимптотические решения были построены 
в $ 2 гл. IV для довольно общих уравнений. Подставим выраже- 
ние (5) в уравнение (4), вынесем из каждого слагаемого в левой 
части за скобку экспоненту и соберем члены при одинаковых сте- 
пенях (ik). Для того чтобы функция (5) удовлетворяла уравне- 
нию (4), необходимо, чтобы коэффициенты при (#)!, [> —N, об- 
ратились в нуль. Максимальной степенью (ik), которая появляет- 
ся при подстановке (5) в (4), является (ik)?. Приравнивая коэф- 
фициент при ней нулю, получаем 


[VS (x) |? — e (x) ]Jao(x) =0. 
100 


Tak как мы ищем решение в виде (5) с 4%(х) =0, TO положим 
| VS (x) |? —e(x) =0. (6) 


Это уравнение называется уравнением эйконала (а в квантовой 
механике оно же называется уравнением Гамильтона—Якоби). 
Приравняв нулю коэффициент при (ik), получим уравнение 


2<VS (x), Vao(x) > + (AS (x)) do(x) =0. (7) 


Здесь и ниже скобками «и, > обозначается скалярное произве- 
дение векторов и и 9. Далее, приравняв нулю коэффициенты при 
(#)-—, 1<]<М, получим 
2<VS (x), Уа;()>+ (4$ (%)) а (х) Аа; 1(х)=0. = (8) 
Уравнения (7), (8) называются уравнениями переноса. Позже они 
будут переписаны в другом, более стандартном виде. у 
Можно взять любое решение $ уравнения эйконала, найти из 
(7) какое-нибудь решение ао и, решив последовательно уравнения 
(8), определить aj, 1<j<N. При так оп- 
ределенных S(x) и aj(x), O<j<N, функ- 
ция (5) будет решением уравнения (4). Мы 
построили большой класс формальных асим- 
птотических решений. Произвол при постро- 
ении этих решений заключается в том, что 
мы пока не задали начальных данных для 
решений уравнений (6) — (8). Эти началь- 
ные данные диктуются постановкой задачи 
(2), (3). Зафиксируем какое-нибудь b>a. 
Потребуем, чтобы tpy(k, x) =ехр (ikx;) в ок- Рис. 1 
рестности прямой P:x,;=—b. (Напомним, 
что e(x)==1 вне круга |х|<а; рис. 1). Точно это означает сле- 
дующее. Пусть 
$ (®-ь= В, (ыы = 1; (9) 
воды =, O;(X)mv =0, 7 >0. (10) 
Уравнения (6)—(8) с условиями (9), (10) имеют и притом един- 
ственные решения в некоторой окрестности прямой Р (пока лучи 
не пересекаются). Напомним (без доказательства) как решаются 
эти уравнения. Доказательство того, что приведенные ниже фор- 
мулы дают решение задачи (6), (9), содержится в $ 4 гл. Ш. © 
Решение уравнения эйконала. Для того чтобы решить уравне- 
ние (6) с начальными условиями (9), необходимо сначала по- 
строить систему лучей, выпущенных из прямой Р в направлении 
оси x;. Для этого надо выписать систему Гамильтона. Система 
Гамильтона — это система обыкновенных дифференциальных урав- 
нений в фазовом пространстве (x,p) (в данном случае — четырех- 
мерном). В общей ситуации для произвольного гамильтониана 
Н=Н(х,р) эта система имеет вид 


в=Н'р(жр), p’s= —H'x(x, р). (11) 
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В нашем случае H (x, p)=|p|?— (x) и система Гамильтона име- 
ет вид 


X’s=2p, p’s=Ve(x). ’ (12) 


Начальные данные (9) диктуют следующие начальные условия 
для системы Гамильтона: 


x|s=0—= (—6,8), P|s=o= (1,0); —о <<. (13) 


Фазовые кривые системы (12) (в фазовом пространстве R‘z,) 
с начальными условиями (13) называются бихарактеристиками, 
а их проекции в пространство R?, — лучами. 

Лемма 1. Вдоль бихарактеристик системы (12), (13) |р|?= 
=e(x). 

Доказательство. Возьмем производную от H=|p|?—e(x) 
вдоль траекторий системы (12): дН/д5= (2p, p’s) — ( Ve(x),x’s ). 
Подставив сюда вместо производных их выражения из (12), 
получим OH/Os=0. А так как Н==0 при s=0, то это доказывает 
лемму 1. № 

Лемма 2. Решение задачи (12), (13) 


х=х(5, 5), р=р(5, Е), —o<&<oo (14) 


определено при всех s&R’, функции x(s,&), р($, Е) бесконечно диф- 
ференцируемы по $ и ЕЁ. Бихарактеристики, отвечающие разным 
значениям Ё, не пересекаются. 

Эта лемма является следствием стандартной теоремы сущест- 
вования, единственности и дифференцируемости по начальным 
данным для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Требует пояснения только существование решения для всех s>0, 
т. е. надо показать, 4TO решение не может уйти на бесконечность 
на конечном промежутке 0<s<so. Но из леммы | следует, что 
вдоль решений системы (12), (13) |р|<С, а тогда из первой по- 
ловины задачи (12), (13) получаем, что |x;|<Cs+max(|E|,5). № 

Что касается лучей задачи (12), (13), то они уже могут пере- 
секаться. Типичная картина лучей изображена на рис. 2, где на- 
чиная с некоторого момента лучи пересекаются. Их огибающая 
называется каустикой. Если же добавить к чертежу оси р и изоб- 
разить бихарактеристики, то, как это было уже получено выше, 
эти бихарактеристики пересекаться не будут. 

Обозначим через J модуль якобиана: 


J=|D(x)/D(s,8)|, (15) 


где x=x(s,&) определено в (14). Этот якобиан характеризует 
плотность лучей в лучевой трубке. В некоторой окрестности пря- 
мой Р, пока лучи задачи (12), (13) находятся в области, где 
Ve(x) =0, решения задачи (12), (13) имеют вид 


р== (1,0), х= (—b+2s, &), (16) 
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и, значит, там J=2=£0. Через wm обозначим максимальную об- 
ласть в R?,, содержащую прямую P, в которой J=40. Так как 
1520 в о, то точкам « взаимно однозначно соответствуют пара- 
метры $5, Ё, и, значит, в каждую точку хе приходит и притом 
ровно один луч задачи (12), (13). Пусть = (—5, &) ЕР — точка 
прямой P, из которой этот луч выходит, {[ — отрезок луча, соеди- 
няющий х их, L — соответствующий от- 
резок бихарактеристики, проектирующийся 
на | (рис. 3). 


Рис. 2 Рис. 3 


Гладкое решение $ уравнения эйконала существует только 
В @ и определяется с помощью интегрирования вдоль бихаракте- 
ристик системы Гамильтона. В общей ситуации если $ — решение 
уравнения H(x, У$ (х)) =0, то для определения $ надо проинтег- 
рировать уравнение S’,;= (р, H’,). Таким образом, 


о 80+ {ie HebiinmS)  1tn dx), (17) 


где р, x имеют вид (14) и описывают бихарактеристику L, а по- 
следнее равенство следует из (11). 

В нашей конкретной ситуации $(х0) =—5, и кроме формулы 
(17) для определения S(x) можно пользоваться любым из сле- 
дующих равенств: 


S(x)=—6 +2f e(x)ds=—b + [Ve(x) 4. (18) 
L 1 


Действительно, в нашем случае (р,Н’р) =2|р|?, а так как 
|p|?=e(x) на L (лемма 1), то из (17) получаем первое из ра- 
венств (18). Далее, из (12) имеем 41= |4х| =2|р|4$. Вместе с ус- 
ловием |р|?=г(х) на L это дает второе из равенств (18). 

Решение уравнений переноса. Чуть ниже и в следующем па- 
раграфе нам нужно будет воспользоваться теоремой Лиувилля. 
Напомним ее {5]. 

Пусть x’s==u(x); х,9(х)еЕ В", — автономная система обыкно- 
венных дифференциальных уравнений и х=х(5, x°) — решение 
этой системы с начальными условиями %|s—o==x°. Теорема Лиу-. 
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вилля утверждает, что модуль якобиана J=|D(x)/D(xo)| (рав- 
ный коэффициенту изменения фазового объема при сдвиге вдоль 
траекторий системы) удовлетворяет на траекториях системы сле- 
дующему соотношению (In7)’s=div v(x). 

Решим уравнение переноса (7). Второе из равенств (17) дает 
нам: dS= (p,dx), т. е. VS(x)=p, где (х,р)еГ. Аккуратное 
доказательство этого утверждения содержится в теореме 6 гл. III. 
Вместе с (12) это позволяет переписать первое слагаемое в (7) 
в виде 


2( YS(x), 9469) = (xi, Va (x)) = ад. 


Таким образом, уравнение (7) превращается в обыкновенное диф- 
ференциальное уравнение на L: 


My + [45 (и (6, Эль =0. (19) 


Аналогично, уравнения (8) имеют вид 


а) + {AS (x (s, Эа = — Ара, j > 0. (19’) 


Далее, так как VS(x)=p, то после решения уравнения эйко- 
нала и определения функции $ можно переписать первую поло- 
вину системы (12) в виде x’s=2VS(x). Из теоремы Лиувилля, 
примененной к этой системе, получаем, что AS(x) = 2—1 (InJ/);. 
Из (16) следует, что сдвиг на «<0 вдоль траекторий системы 
(12), (13) эквивалентен переходу от начальных данных (13) к на- 
чальным данным x|s—o—=(n,£), Р|з=о= (1,0), где ч=-—6--2а, 
т. е. 


х($, хо) =x(s+a,&) при х== (—6-2а, Е), а<0. (20) 


Значит, J=J/2 и AS(x)=2-'(InJ)’s. Таким образом, уравнения 
(19), (19’) можно переписать еще так: 


УЕ (ИТ ау: =0, ут (Тай; = — dais 1>0. (21) 


Условия (10) дают нам начальные данные для этих уравнений: 


40| —0==1; a;|s—o=0, j>0. (22) 


Из (21), (22) однозначно находятся функции а;. В частности, 
так как J|s.o=2 (cm. (16)), то из (21), (22) получаем, что 
. A(X) =V 27. 

Еще раз подчеркнем, что при определении фазы S(x) и коэф- 
фициентов а;(х) существенно был использован тот факт, что в 
каждую точку области @ приходит и притом только один луч и 
1-=0 в «. Действительно, распишем подробнее, например, первое 
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из равенств (17): 
S=—b+ | (p(s, &), Hp(x(s, & рб, 9)) ds. 


Очевидно, так определенная функция $ является гладкой функ- 
цией (5, &), а не x. То же следует и из других формул (17), (18). 
Из (21), (22) следует, что и функции а; являются гладкими функ- 
циями (5,Ё). И только в ©, где /520, можно разрешить уравне- 
ния (14) относительно (5,Ё), выразить $ и & гладко через x и 
получить гладкие функции $=5 (х), а.=а;(х). Формула для ao 
показывает, что решение (5) на границе области wm обязательно 
имеет особенности. 

Для того чтобы уравнения переноса (19) имели более простой 
вид, удобно перейти от функций а; к ф;=17/а;. Тогда вместо (5) 
будем иметь ; 


N 
фы (2,2) аб yer 9; (9 (23) 
и вместо (21), (22) — формулы 
fo): бе, 1) 1-0: 
фо ф=- ИТ (151), i> ep 
Polo = ИТ 450 = V2; 9;|s=0 =0, j > 0; (25) 


В частности, отсюда следует, что фо==72. 

Резюме. В области « существует формальное асимптотичес- 
кое решение tpy уравнения (4), равное ехр ({х!) при х. =— 6. Это 
решение имеет вид (23). Для нахождения функций S и $; надо 
решить систему обыкновенных уравнений (12) с начальными ус- 
ловиями (13). После этого функция S определяется по формулам 
(17) или (18), Ф=72, а gj, ]>0, находятся из уравнений и на- 
чальных условий (24), (25). В частности, в в 


фи, 5) = Zetso +01), $9 =—Ь+ | (p, ax). 
L 


Основная идея метода канонического оператора Маслова 3a- 
ключается в следующем. В окрестности каустик, где формальное 
асимптотическое решение в виде быстро осциллирующей функции 
(23) не существует, будем искать его в виде интегралов от быстро 
осциллирующих функций. А именно; в окрестности каустик перей- 
дем от координатного представления поля (Rk, x) к импульсному 
ф(Ё,р), т. е. сделаем обратное преобразование Фурье (точнее, 
обратное А — преобразование Фурье). Формальное асимптотиче- 
ское решение в уравнении для wp(k,p) найдем с помощью дебаев- 
ской процедуры. Затем перейдем обратно к координатному пред- 
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ставлению. Итак, фм(®, x) иногда будет представляться в виде 
преобразования Фурье от быстро осциллирующей функции.. Эти 
‘асимптотические формулы пишутся так, чтобы в пересечении раз- 
ных областей они в главном давали одну,и Ty же функцию. Тогда 
их можно с помощью разбиения единицы срастить и написать 
формальное асимптотическое решение в целом (в большой обла- 
сти). Подробнее об этом будет идти речь в $ 2—4. 


$ 2. Лагранжево многообразие 


Построение лагранжева многообразия Л. Это многообразие 
является основным геометрическим объектом, участвующим в по- 
строении канонического оператора Маслова. В нашем конкретном 
примере Л — это гладкое двумерное многообразие в фазовом 
пространстве А*„, сотканное из бихарактеристик задачи (12), 
(13), т. е. в качестве глобальных координат на Л можно взять 
($, Е), и определяется Л формулой (14). 

Лемма 3. Множество A — это гладкое двумерное односвяз- 
ное многообразие. 
Доказательство. Так как начальное многообразие одно- 
связно и 5ЕА', то достаточно показать, что матрица 
A= i os Ph» Po, ) 
Xigr Nope Pigr Pog 
имеет ранг два. Для этого рассмотрим решение системы (12) 
с начальными условиями X|s—o=x°, P|s=o=p°. Пусть D — матри- 
хр 
ца Якоби: р= | *’`® }. Применив теорему Лиувилля (см. $ 1) 
Хр», 
к системе (12), получим |det D|=1. Значит, если б= (х’,», p’xe) — 
матрица, составленная из первых двух строчек матрицы D, то 
rank D=2. Но из (20) следует, что матрица А отличается от D 
только множителем !/› в первой строчке. № 
Общее определение лагранжева многообразия таково: это 
2 
гладкое многообразие в фазовом пространстве Вх’, для любых 
двух точек Ay, А2 которого интеграл i} (р, dx) не зависит OT вы- 


с 
бора (локально) пути С, соединяющего эти точки. Лагранжевы 
многообразия могут иметь размерность не выше п (нам это ут- 
верждение не понадобится), и особенно интересны для приложе- 
ний лагранжевы многообразия максимальной размерности п. По- 
кажем лагранжевость Л. Из определения следует, что любое 
одномерное многообразие в Ry, является лагранжевым. В част- 
ности, лагранжевым является одномерное многообразие Л, < Rip, 
представляющее собой множество начальных данных задачи (13): 
x=(—b,§), р= (1,0), —oo<—<oo. Одно из важнейших утверж- 
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дений классической механики состоит в следующем: если М — 
некоторое лагранжево многообразие размерности и—1, бихарак- 
теристики некоторой системы Гамильтона трансверсальны М и 


8 — сдвиг в Ry, на величину $ вдоль этих бихарактеристик, то 

многообразие |) g*M, заметаемое бихарактеристиками систе- 
a<s<B 

мы Гамильтона, выпущенными из М, также является лагранже- 

вым (размерности п). Отсюда следует, что указанное выше мно- 

гообразие Л действительно является лагранжевым. 

Локальные координаты на Л. Пусть Mc В, — это п-мерное 
лагранжево многообразие. Точка \ЕМ называется неособой, если 
некоторая ее окрестность на М диффеоморфно проектируется 
BR", и особой — в противном случае. Множество всех особых 
точек называется циклом особенностей и обозначается Х (М). Его 
проекция в А”, образует каустическое множество. 

Разобьем множество {1,2, ...,п} на два непересекающихся под- 
множества а== (04, ..., аз) и В== (Вл, ..., Bras). Через xa, Ра, Xp, Рь 
обозначим векторы из соответствующих компонент векторов x H 
р, |a|=s, |В| =п— 5. Плоскости (п-мерные) вида (Xa, р») в К?" р 
называются координатными лагранжевыми плоскостями. Нам по- 
надобится только одно свойство {78] лагранжевых многообразий 
(кроме свойства, данного в определении): каждая плоскость, ка- 
сательная к М, однозначно проектируется на одну из координат- 
ных лагранжевых плоскостей. Другими словами, в некоторой ок- 
рестности любой точки AGM в качестве локальных координат 
можно взять набор (х„,р»), так что в этой окрестности много- 
образие М будет задаваться уравнениями 


Xp=Xp(%asPp), Ра= Ра (Ха, Pp) (26) 


и якобиан ДО (хь, Рь) [2 ($, Е) перехода от локальных координат 
(Xa, Pp) к глобальным (5, Ё) =А" (если они есть) отличен от нуля 
в указанной окрестности. 

В рассматриваемом примере при n=2 есть только четыре ко- 
ординатных лагранжевых плоскости: (X1,%2), (рР1,рз), (жи, Р2), 
(X2, Pi), и одну из этих пар можно взять в качестве локальных 
координат на Л. Мы будем продолжать записывать это в виде 
(26). Может случиться так, что в качестве локальных координат 
можно взять только одну из указанных пар переменных. Возмож- 
ны ситуации, когда касательная плоскость к лагранжеву много- 
образию однозначно проектируется на несколько из координатных 
лагранжевых плоскостей или на все, и тогда локальные коорди- 
наты выбираются неоднозначно. Если точка AGA не ‘принадлежит 
(A), то в качестве локальных координат в окрестности A можно 
взять (хи, х2). Если Ае=У (Л), то этого сделать нельзя, но тогда 
осуществляется по крайней' мере одна из трех оставшихся возмож- 
ностей. 

Эти утверждения можно графически проиллюстрировать при 
п=1. Тогда фазовое пространство будет двумерным R2x,, (рис. 4), 
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лагранжево многообразие A будет представлять собой кривую на 
плоскости А?,р. Для каждой точки этой кривой существует 
окрестность, в которой Л диффеоморфно проектируется либо на 
ось х, либо на ось р, либо на обе эти оси. Если вернуться к на- 
шей задаче, то, как было выяснено в $ 1, к начальной кривой Р 
примыкает часть Л’ многообразия Л, диффеоморфно проектирую- 
щаяся на область ®« плоскости (хи, х2). В точках A’ якобиан (15) 
отличен от нуля. (На рис. 4 многообразие Л’ ограничено точкой A’, 
а область ® представляет собой луч (—oo, А)). На границе A’ 
этот якобиан равен нулю, и Л не проектируется диффеоморфно 


Рис. 4 Рис. 5 


на плоскость (хи, Х2). В силу сказанного выше точки границы 
многообразия Л’ имеют окрестности, в которых Л диффеоморфно 
проектируется на одну из трех оставшихся лагранжевых пло- 
скостей. 

Всюду ниже без дополнительных напоминаний будет предпо- 
лагаться выполненным следующее 

Условие D. Выпущенные из произвольной точки фазового 
пространства бихарактеристики системы Гамильтона (12) уходят 
на бесконечность при $- со. 

Смысл этого условия заключается в том, что неоднородности 
среды не имеют характера «ловушек». Такие «ловушки» легко 
представить себе в случае однородной среды (e(x)=1) при на- 
личии препятствий (задача во внешней области). На рис. 5 
изображено препятствие такое, что если из точки А выпустить 
луч системы Гамильтона в направлении стрелки, то этот луч не 
уйдет на бесконечность. Аналогичного характера ловушки могут 
существовать при отсутствии препятствий в случае неоднородной 
среды. 

Мы построим формальное асимптотическое решение уравне- 
ния в круге |х|<6, b2>a. Через A, обозначим компактную 
часть Л, определяемую условиями |Ё|<6+1, |s|<so с таким So, 
чтобы проекция ANA» на плоскость (ж, х2) лежала вне круга 
|x|<6+1. Указанное so существует. Действительно, при |&|> 
>b+1>a траектории системы Гамильтона (12) имеют вид пря- 
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мых (16), т. е. в круг |х|< 6-1 могут попасть только лучи, вы- 
пущенные из точек, для которых |—|<6+1. Но из условия D 
следует существование такого So, что при |S|>So эти лучи поки- 
nyt круг |х|< 6-1, так что при этом So действительно над кру- 
rom |x|<6+1 не будет точек многообразия Л\.Ль. 

Для каждой точки AGA» существует связная окрестность на Л 
(карта), в замыкании которой Л в каких-то локальных коорди- 
натах имеет вид (26). Так как Ль компактно, то из этих карт 
можно выбрать конечное покрытие Ль. Обозначим соответствую- 
зцие карты через Qi, ..., Qm, локальные координаты в ©; — через 
(xa, Pp), а=а(7) (и, значит, B=B(j)). Проекцию карты ®; на 
плоскость (Xa, Ps), а=а(]), обозначим через U;. Таким образом, 
л,= „ В каждой карте Q; многообразие Л имеет вид 

l<j<m 
{26) и 
-| D (хо, Pp) 
Г Dos, 8) 


Очевидно, покрытие компакта A, картами ©; строится неодно- 
значно. Кроме того, в картах Q; можно неоднозначно выбирать 
локальные координаты. В дальнейшем зафиксируем какое-нибудь 
одно покрытие Ль картами ©; и выберем локальные координаты 
(Xa, Ps) в Q; произвольно (но так, что выполнено (27)). 

Производящая функция. Производящая функция определяется 
отдельно для каждой из карт Q; как функция $;=5; (ха, Ps), а= 
=a(j), локальных координат (хо, Ps) Uj, такая, что 


Sing (Xa, Pp) = Pa (Ха, РВ), Sing (ха, Pp) = —%p (ха, Pp), (%a, Pp) = U;, 


|550, (xa, me О, a=a(). (27) 


(28) 
где ра (ха, Ps) и Xs (Xa, Ps) — правые части в (26), т. е. уравнения 
ра = Siz, (да, Pa)» д = — Sigg (ха, Pp) (29) 


определяют Л в карте Q;. Для нахождения $; прежде всего по- 
строим глобально на всем Л бесконечно дифференцируемую функ- 
цию 5=5$ ($, Ё) с помощью любой из формул (17) или (18), Has 
пример: 


S(s, ) =—b + | (р) =—6+ | (p(s, 0, 46,9). — (30) 
L L 


В $ 1 было показано, что если рассмотреть эту функцию S= 
—5 ($, Ё) на части Л’ многообразия Л, диффеоморфно проекти- 
рующейся на область ® плоскости (хи, 2), и перейти от координат 
(5, Е) к координатам (x1, х), то получающаяся при этом функция 
$(х) =5$ ($ (х),Е(х)) будет решением уравнения эйконала. Мы не 
можем продолжить с помощью этой процедуры гладко функцию 
S(x) за пределы области w, так как на границе w замена (5, Ё) — 
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—>(x1,%2) теряет свою гладкость, HO сама функция S=S(s, Е) 
с помощью формулы (30) определена бесконечно дифференцируе- 
мым образом на всем Л. 

Глобально определенную на всем Л функцию (30) можно за- 
писать в каждой из карт ©; в локальных координатах (Xa, Ds), 
a=a/(j). Положим 


S; (Xa, Pp) = $ ($ (ха, Pp), 8 (Xa. Рв)) — (хв (Xa, Рв), PB), (ха, Pp) Е ae 
(31 


Лемма 4. Функция (31) является производящей функцией. 
Доказательство. Непосредственно из определения (30) и 
равенства | «р, 4х> =0, имеющего место для любого замкнутого 
с 


контура CCA (это вытекает из односвязности и лагранжевости 
A), следует, что dS=<p, dx>. Распишем полученное соотноше- 
ние подробнее с учетом того, что независимыми переменными в 
карте QQ; являются (Xa, Pp): 


45 = <p, 4х> = < ра (xa, Pp), dxa> +<Pp, dxXp (Xa, Pp) >. 
Тогда из (31) получаем 
4$} (Xa, Pp) = < ра (Ха, Pp), хо. > — < (Ха,Рь), 4рь>. 


Но это и означает справедливость формул (28). № 
Разбиение единицы на Ль. Разбиением единицы на Ль, подчи- 
ненным покрытию {Q;}, 1<]<т, называется набор {e;(s,&)} функ- 
т 


ций таких, что е;<=С%% (©;) и у е, =1 на Ль. Такой набор мож- 


А = 
но явно построить (лемма 2 гл. Г). В дальнейшем мы раз и на- 
всегда зафиксируем какое-нибудь разбиение единицы на Ль, под- 
чиненное покрытию {Q;}. 


$ 3. Предканонический оператор 


Предканонический оператор K(Q;) строится отдельно для каж- 
дой карты ©; многообразия Л. Он действует на функциях фе 
]C~o(Qj;) — переводит их в функции и=К(9;)феС®(Е?,) и оп- 
ределяется следующими формулами. 

1°. Пусть карта ©; неособая, т. е. Q; хорошо проектируется 
в Е?,, и в качестве локальных координат в ©; взяты (хи, х2). Тогда 
якобиан (27) совпадает с (15), функция фе=С®(9;) может быть 
записана в локальных координатах ф(х) =9 ($ (х),&(х)), а опера- 
тор K(Q;) действует на ф как умножение ф(х) на J7 exp (2$; (х)), 
где 5;(х) — производящая функция, построенная в $ 2: 


D(x) 
Dis, &) |’ 


u(k, x) =K (Q) 9 =J7'7 eS @ (x), =| xe Uj. 
(32) 
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\z. Пусть в качестве локальных координат в ©; взяты пере- 
меённые р= (ри, р2). Тогда функция peC%>(Q;) может быть за- 
писана в этих координатах: 9) —$($(р),Е(р)) и 


+ 
H(t.) =KQ)9=(4=)* i НРУ @ (p) dp, 


л 


yradt. (33) 


где J; дается формулой (27), Sj(p) — производящая функция, по- 
строенная в $ 2, п=2 (мы написали п/2, а не 1, чтобы был ясен 
вид формулы при любых п). Таким образом, в этом случае пред- 
канонический оператор представляет собой #А-преобразование 
Фурье от быстро осциллирующей функции. 

3°. Аналогичный вид имеет предканонический оператор, если 
в качестве локальных координат в ®; взят произвольный набор 
(xa, Pp). В этом случае преобразование Фурье берется по части 
переменных: 


u(k, x) =К(®)Ф= 


Pe, gett 
a) . } ВУ (хо, pp) dpp. = (34) 
Ry 
Обозначим через |lv|| норму функции о в Lo(|x|<b): 
loll (оС) Вах) п. Также — |Ф|] — будем обозначать норму 
1х1 < 


у Le функции pSC~o(Q;), вычисленную в локальных координатах 
Ха, Pe) . 
Лемма 5. Для любой функции феЕС® (©) 
ИК (2) ell Cligll, 


где константа не зависит от k. 
Доказательство. В случае (32) утверждение леммы оче- 
видно. В случае (33) имеем K(Q;)p=Ck/*4 (kx), где ф(р)= 


ai ? фехр (#5; (р)) и ф — преобразование Фурье функции 1. 
ме 
Je (вх) = РО = (2л) (р) < Clo 


Первое равенство доказывается заменой kx=y, второе — это ра- 
венство Парсеваля. В случае (34) доказательство аналогично. № 
Через О (>) будем обозначать функции в шаре |x|<b, для 
которых ||u||=O(k-*) при k oo. 
Пусть карта Q; диффеоморфно проектируется и в R2,, ив R%, 
так что в этой карте предканонический оператор можно опреде- 
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лить как по формуле (32), так и по формуле (33). Оказывается, 
что так определенные операторы в существенном отличаютёя 
только на постоянный множитель, а именно справедливо следую- 
mee утверждение. Так как р — локальные координаты на @,, 
то ©; можно записать в виде х=х(р). Обозначим через y= 
=inerdex дх/др — число отрицательных собственных значений 
матрицы дх/ор. 

Теорема 1. Если ©; диффеоморфно проектируется в Ru 
в Е, K(Q;) — оператор, определенный формулой (32), K(Q;) — 
оператор, определенный формулой (33), то y=const, т. е. не зави- 
сит от точки AEQ;, и для любой феС® (Qj) 


= ТИ? 
KQ)p=e ° K(Q)o+O(k). (35) 

Доказательство. При сделанных предположениях карту 
©; можно задать уравнениями р=р(х), x@U;CR*, или х=х(р), 
ре’, =Е?,. Значит, эти уравнения задают взаимно-однозначное 
соответствие между точками областей U; и U’;. Кроме того, так 
как при выборе в качестве локальных координат и х, и р яко- 
бианы (27) отличны от нуля, то J=|D(x)/D(p)|40, реб’). 
В частности, отсюда следует, что y=const. 

Равенство (35) теперь получается после применения к инте- 
гралу (33) метода стационарной фазы. Обозначим через F фазо- 
вую функцию в интеграле (33), через Н — ее гессиан: Н= 
={0?Р/др:др;}. Точки стационарной фазы определяются из урав- 
нения У,Е=х-+\У,5, (р) =0. В силу (28) это уравнение можно 
переписать так: х—х(р) =0, при этом Н=—дх/др. Указанное 
выше однозначное соответствие между И; и И’; приводит к тому, 
что для каждой точки хе; существует и притом единственная 
точка стационарной фазы р=р(х) 0’, а при хе, на носителе 
функции ф(р) нет точек стационарной фазы. Значит, если x при- 
надлежит любому компакту, лежащему вне Uj, то интеграл (33) 
при Ё-— со убывает равномерно по x быстрее АМ при любом N 
(теорема 6 гл. Г). Функция (32) при этом равна нулю. Равен- 
ство (35) теперь является следствием того, что при хеЙ,; выра- 
жение (32) является главным членом асимптотики интеграла (33), 
вычисленным по методу стационарной фазы (теорема 7 гл. I). 
При проверке последнего утверждения нужно только учесть, что 
из того, что 7/50, следует невырожденность точки стационарной 
фазы, а из (31) следует, что F в точке стационарной фазы сов- 
падает с фазовой функцией S; в выражении (32). № 

Аналогичное утверждение справедливо (и также доказывает- 
ся) и в более общей ситуации. 

Теорема 1’. Пусть в качестве локальных координат в 9; 
можно взять (Xa,Ps) и (xa, px); K(Q;), К(®;) — операторы, 
определенные формулой (34), построенные по этим локальным 
координатам. Тогда если координаты (х.,рь) и (xa, pp) опреде- 


ляют одну и ту же точку \Р®;, ASX(A), то следующая разность 
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\no модулю 4 


д A Ox~ (X~s Px) 
Y= jnerdex ee me Po) + inerdex — В @’° В (mod 4) 
Op др 


не зависит OT », так что exp(iny/2) =const. При этом 


Коде=е >” К®) 9+0. 


Следующее важное утверждение называется теоремой о ком- 
мутации. На ней основана процедура построения асимптотических 
решений с помощью канонического оператора. 

Теорема 2. Для любой и pelo (Qj) и любого М>0 


[A + Be (x)] К (2) 9 = K (Q)) [= ¥ Ge)" Rn o| + O(&-%), (36) 


m=1 


где Rm— дифференциальные операторы на Q; порядка т и К! = 
==d/ds — производная в силу системы Гамильтона (12). 

Замечание. Отсутствие слагаемого (ik)*Rop порядка k? под. 
знаком предканонического оператора в правой части формулы 
(36) вызвано тем, что лагранжево многообразие, по которому 
строится K(Q;), состоит из бихарактеристик гамильтониана, OT- 
вечающего оператору А-А?е (х). 

Доказательство. 1°. Пусть Q; — неособая карта, т. е. опе- 
ратор К(9;) дается формулой (32). Согласно определению про- 
изводящей функции VS;(x)=p, где (х,р)еЛ, т. е. точка (х,р) 
принадлежит какой-то из бихарактеристик задачи (12), (13). Но 
тогда из леммы | следует, что функция $,=5,(х) удовлетворяет 
уравнению эйконала (6). Действие оператора A+ke(x) на экспо- 
ненту (32) в’этом случае описано в $ |. А именно, в этом случае 
справедлива формула (36), причем Rig=dg/ds, Rop= 
=JIACg/VI) (см. (24)), Юф=0 при ]>2, О (Е-№) =0. 

2°. Пусть оператор K(Q;) дается формулой (33). Рассмотрим 
интеграл 


= (о. (x, р) е $ АР+(х,р)] ар, (37) 

® 
где о — бесконечно дифференцируемая функция своих аргумен- 
тов, равная нулю при р —U; (И; — ограниченная область). Оче- 


видно, 
1 


[4+#е(х)1 К (®)Ф= > I, 0=(|pP—e(x))J; $. (38), 
Пусть х=х(р) — уравнение карты Q;. По теореме Лагранжа 
u(x, р) =u(x(p), p) +<x—x(p), h(x, p)>, 
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THe h=(hi,ho) — гладко зависящая oT (х,р) вектор-функция. 
Подставляя это соотношение в (37) и интегрируя по частям 
< учетом того, что по определению производящей функции 
VolS;(p) + <х, p>]=x—x(p), получаем 


1, = J o(x(p), ре dp — ; 
R2 
р 


о Гу нар. 


2 $=1 
р 


Второй интеграл отличается от J, только видом функции 9 
и множителем — ({#)-!. Применив к нему то же самое рассужде- 
ние, мы можем получить следующий член асимптотического раз- 
ложения. Продолжая эту процедуру, получаем 


I, = у (1, + O(N), (39) 


m=0 


где функции о; зависят уже только от р. Нетрудно видеть, что 
при этом и; получается из и применением дифференциального 
оператора порядкай] и подстановкой х=х(р). В частности, 


0% (р) =v (х (р), р), 


2 2 
о) =—-- Ус. —-- У, (Ps Moe = 69 
s=1 


Подставляя (39) при v(x, р) =[|p|?—e(x)]J;“@ в (38), полу- 
чаем формулу (36) с дополнительным членом //1/?(#)?% (р) 
в скобках справа. При этом Rig=J;'/20,, rae функция. о: имеет 
вид (40), ао указана в формуле (38). В силу леммы 1 дополни- 
тельный член, который возникает справа в (36), равен нулю. 
"Остается показать, что и! =/;—!/? (46/45). Но из (40) и (38) имеем 


и, = (9,2 (< (0), Vp (77 @)) + 
+ Лем, (9, = (& (p) = ЛА (а. 
Последнее равенство получается точно так же, как из уравнения 
(7) было получено уравнение (21). 


Теорема 2 в случае, когда К(9;) имеет вид .(33), доказана. 
“Так же она доказывается, когда К($;) имеет вид (34). By 


р 


$ 4. Канонический оператор. Построение 
формального асимптотического решения 


Предканонические операторы дают возможность получить но- 
вый, отличный от (23), класс формальных асимптотических реше- 
ний уравнения (1). Эти формальные асимптотические решения 
можно искать в виде 


N 
‘bw (b,x) = K(Q)[ PV es], 5 CF (©). (41) 


s=0 


Подставляя это выражение в уравнение (4), применяя теорему 2 
о коммутации и приравнивая к нулю члены при одинаковых сте- 
пенях (ik), получаем рекуррентную систему уравнений переноса. 


Rigo=0, Е! =—Юэфо, 12 =— эф! — Roo, .... (42) 


Из теоремы 2 и леммы 5 следует, что если функции Qs являются 
решениями этой системы, то функция (41) будет формальным 
асимптотическим решением уравнения (1). Эта процедура натал- 
кивается на небольшую трудность: из (42) следует, что Po=const. 
вдоль траекторий системы Гамильтона, что противоречит тому, 
что фе С°, (0;). Эту трудность можно обойти, но при этом функ- 
ция tpy будет формальным асимптотическим решением только в. 
некоторой области пространства А?,. Аналогичная ситуация имела 
место и при отыскании асимптотических решений в виде (23): они 
тоже существовали только локально. Кроме того, нас интересуют 
не любые формальные асимптотические решения, а удовлетворяю- 
щие вполне определенным граничным условиям. Всего этого мож- 
но достигнуть, «сшивая» формулы (41) с помощью разбиения: 
единицы на Л. Эта «сшивка» и дается кенсническим оператором. 

Каноническим оператсрон Кл называется оператор из С®(Л) 
в C™(R2x), определяемый формулой 


Кле = 5K (Q)le9h, хе CH (A). (43). 


jal 


Здесь {е;} — разбиение единицы Ha A», построенное. в $ 2, a cj; — 
константы, которые мы сейчас определим и которые возникают“ 
естественно при склеивании операторов K(Q;) и K(Q;) по форму- 
лам теорем 1, 1’. 

Пусть в карте Q; локальными координатами являются (Xa, Ps), 
ав Я, — (xa, px). Если QQ;4O, назовем индексом пары карг 
Q;, 9; число 


дхв (хо, Ox (Xm, Pe 
2,2) = | inerdex В ба 0). 4. inerdex_—B—= 8 | (mod 4), 
у( é 7 
Pp ops 


(44) 
где (Xa, Ps) и (х=, Pz) определяют одну и ту же точку A]QiMQ), 
^=Х (Л). В силу теоремы 1’ эта величина не зависит от точки 
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ASZ(A). Если QNQ;=S, положим y(Q:, Q;)=0. Если имеется 
цепочка карт ©, %,...,%, (так что пересечения ©, | 2,; 4, 
не пусты), то индексом этой цепочки называется число 
WV (ь, ... 9,) = LY (Bias 9) +... (1, ©, по 4). 
(45) 
„Лангранжево многообразие М называется квантованным, если: 
1) {<P dx>=0 V замкнутого контура CCM; 2) индекс \/ зам- 


кнутой цепочки карт = 0. Односвязные лагранжевы многообразия 
квантованы [78], т. е. Л — квантовано (лемма 3). Пусть ©;, — 
карта с координатами хи, хо, содержащая точку из (13), из; — 
индекс цепочки С; карт, соединяющих Q;, с Q;. В силу квантован- 
ности Л y; не зависит от выбора С;. В (43) положим 
cj=exp (-—imy;/2). (46) 
Эти константы выбраны Tak, что для любой PEC (QiNQ;) 
С.К (9) p= К (9) Ф-+0 (Е. (47) 
Эта формула следует из (44) и теоремы 1". 
Будем искать асимптотическое решение уравнения (1) в виде 
*p=Kaq с некоторой p=C~(A). Подставив оператор (43) в урав- 
нение (4) и воспользовавшись теоремой 2, получим 


[A+ Pe) Kap = (SF ок УВ, © 91 +00 = 
j=! 


m 
= (8) у, + K (Qj) (К, е) 9] + (№) Ka (Ri 9) + 0 (1). (48) 
j=1 
Первое слагаемое в правой части имеет порядок O(1). Дей- 
«ствительно, пусть все Л покрыто двумя картами. Тогда е;==1 вне 
пересечения ©:]> и К1е=С®, (195). Записывая слагаемые 
1K (©) [(Кле!) 9] + сэК (©) [(Е1ез) $] (49) 
в координатах какой-нибудь одной карты с помощью (47) и учи- 
тывая, что К! (е! +е2) ==0, получаем, что величина (49) имеет по- 
рядок O(k-'). Точно также проверяется, что первое слагаемое 
в (48) есть О (1) в общем случае. Таким образом, 
[A+ he (х)]Клф= (ik) Ka[Rig]+O(1). (50) 


Возьмем теперь функцию $, удовлетворяющую уравнению 
Rip=dg/ds=0 и начальным условиям (25), т. е. p=V2. Тогда 
из (50) получим: о 

Теорема 3. Функция K ,[V2] удовлетворяет уравнению 

[A+#e(x)]Ka [78] =О(1), оо. (51) 
Таким образом, построена функция, удовлетворяющая уравнению 
(1), с точностью до О(1): (Заметим, что если подставить в урав- 
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нение (1) функцию u(k, x), не зависящую OT &, то правая часть 
будет иметь порядок О (#?).) 

Для того чтобы удовлетворить уравнению (1) с большей точ- 
ностью, надо прежде всего уточнить формулу (50). Оказывается, 
что вместо формулы (50) можно получить утверждение, анало- 
гичное теореме 2. 

Теорема 4. Для любой функции феЕС®(Л) и любого N>0 


N+1 
[A +e (x1 КФ = КА| }, (ik)?" Bue] +O(k-™), (52) 


1 


где Bm— дифференциальные операторы на A порядка т и By= 
=R,=d/ds — производная в силу системы Гамильтона (12). 

Это утверждение доказывается {78], как и формула (50), с по- 
мощью теоремы 2. Надо только еще записать в виде каноничес- 
кого оператора слагаемые типа (49). Так как это делается не 
совсем тривиально, то здесь мы не будем проводить соответствую- 
щих выкладок и потому не получим явного вида операторов 
Bm, m>1. 

Будем теперь искать решение уравнения (4) в виде 


м 
фм = Кл [У (ik) 9] ‚ Фе С° (А). (53) 
j=0 
< неизвестными функциями ф;. Подставив функцию (53) в onepa- 
тор, получим, согласно теореме 4 и лемме 5, что 


N+1 
[A + 2 e(x)] thy = Кл [ у ie т] +0(—), (54) 
m=1 


где 
в = К1фо, 2=А1ф1-- Взфо, hs=Rig2+Boqit+Bsqo -.. . 


Полагая последовательно Й;==0, j=—1,2,...,N+1, получаем рекур- 
рентную систему обыкновенных дифференциальных уравнений для 
определения функций ф; (уравнений переноса) 

Rigo=0, К1ф!=— Вэфоь Ю1ф2==— В2ф! — Взфо, ..., (55) 
где Е, =4/45. Интегрируя соотношения (55) с начальными усло- 
виями (25), получаем функции ф;, для которых первое слагаемое 
в правой части (54) равно нулю, т. е. для которых справедлива 
следующая теорема. 

Теорема 5. Если функции фуе=С®(А) являются решением 
рекуррентной системы уравнений переноса (55) и удовлетворяют 
начальным условиям (25), то 

м 
[A + eX) Ka [Po (9-19, | =0(#—*), о, 
j=0 
т. е. функция (53) является формальным асимптотическим реше- 
нием уравнения (1). 


117 


Замечание 1. При доказательстве теоремы 5 мы нигде не 
использовали условия (25). Теорема 5 будет справедлива, если 
функции gj удовлетворяют только уравнениям переноса. Началь- 
ные условия (25) необходимы для того чтобы построенное фор- 
мальное асимптотическое решение tpw(k, x) было близко к точно- 
му решению тр (Ё, x) задачи рассеяния, причем они имеют вид (25), 
если (хо, Ps) =х для карт, содержащих точки из (13). 

Замечание 2. Так как решением первого из уравнений пе- 


реноса является функция фо==72 и в силу леммы 5 
м 


Ka[¥ 9—9] =O), то KalV21 
i=! 
является старшим членом формального асимптотического pelle- | 
ния, построенного в теореме 5. 

Еще раз напомним, что отдельным вопросом стоит задача обо- 
снования, т. е. доказательство того, что построенное формальное 
асимптотическое решение близко к точному решению p(k, x) зада- 
чи рассеяния. При обосновании, конечно, существенно исполь- 
зуется выбор начальных данных (13) для системы Гамильтона 
и выбор начальных данных (25) для функций g; в формуле (53). 
Оказывается, что справедлива (см. гл. XI). 

Теорема 6. Если w(k,x) — точное решение задачи рас- 
сеяния (1)—(3), а функции феС®(А) удовлетворяют уравне- 
ниям переноса (55) и начальных данным (25), то 


$.) — КА[ yw $] =O"), #09. (56) | 


В частности, 
p(k, x)—KalV2]=O(k-'!), Е— оо. 

Напомним, что через О (^^). мы обозначаем функции, имею- | 
щие соответствующий порядок малости только в среднем, т. е. 
для которых ||и|1,( 1х1 <5=0(Е-М) при Ё-— с. Соответствующие } 
равномерные оценки будут справедливы, если взять М достаточно 
большим. 

Резюме. Конструкция формального асимптотического решени» j 
задачи (1)— (3). 

1. По уравнению и начальным условиям задачи выписываем 
систему Гамильтона и назальные данкые для нее. Для задачи 
(1)—(3) они имеют вид (12), (13) соответственно. Находим для 
всех 5еА! решение этой системы. Двумерное лагранжево много- 
образие в фазовом пространстве R‘,z,p, образованное бихаракте- 
ристиками (14) этой системы (фазовыми кривыми), обозначим | 
через Л. Координатами (глобальными) на Л являются $ и &. 

2. Пусть AGA — произвольная точка на Л с координатами 
(5$, Е), т. е. если (x,p) — координаты А в А“, р, то х=х($з, &), 
p=p(s,&). Точка А лежит на одной из бихарактеристик (14). 
Пусть В — та точка начального многообразия {(х, р); х= (—6, Е), | 
—o<E<oo, р= (1,0)}, из которой выходит бихарактеристика» 
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проходящая через A. Пусть L — отрезок этой бихарактеристики, 
заключенный между точками А и В. Находим по формуле (см. 
формулу (30)) 


S(s, 9 =S(B) + | (p, dx) =—5+ [ (p, de) (57) 
L L 


гладкую функцию S=S(s,t) на Л. Здесь положено S(B)=—b 
согласно (9), а p=p(s,&) и x=x(s,&) определены в (14). 

3. Формальное асимптотическое решение задачи (1)—(3) 
ищется в круге |х|<5. Пусть A, — часть Л такая, что проекция 
ЛАЛьв Е?,; лежит вне круга |х|< 5+1. Можно взять в качестве 
A» совокупность точек A, для которых |{|< 6+1, |5$|< $0, где $0 
настолько велико, чтобы при |{|=< 6+1 u-s>so траектории систе- 
мы (12), (13) уже покинули круг |х|< 6-1. Покроем A, конеч- 
ным набором открытых двумерных областей Q; (картами), в ко- 
торых Л диффеоморфно проектируется в одну из координатных 
лагранжевых плоскостей (Xi, %2), (рь P2), (%1, P2) или (x2, pi). 
Такое покрытие выберем произвольным образом. Если при этом 
карта ©; хорошо проектируется в несколько из этих плоскостей, 
выберем и зафиксируем любую из них. Обозначать ее будем че- 
рез (Xa, Ps), а=а(]), где х. — это вектор из части компонент век- 
тора x, х» — вектор из оставшихся компонент вектора x. Анало- 
гичный смысл имеют Pa, Pp. Е 

4. По формуле (31) определяем производящую функцию Sj. 
В этой формуле (х., р») =U; — локальные координаты в ©; и, 
значит, глобальные координаты $, —, а также Xp, р. являются 
функциями Xo, Ps, а функция S определена в (57). 

5. Строим любое разбиение единицы на Ль, подчиненное по- 
крытию {Q;}. 

6. По формулам (32)—(34) строим предканонические опера- 
торы. 

7. По формуле (43), где с; определяются формулами (44)— 
{46), строим канонический оператор Кл. Тогда в силу теоремы 6 
K,{V2] является решением уравнения (51) и p(k, x) —Kaly2]= 
=O(k-'). Все оценки берутся в норме [5(|х|<5). С помощью 
формулы (53) можно построить формальное асимптотическое ре- 
шение с большей степенью точности. При этом функции ф;<=С® (Л) 
определяются из рекуррентной системы уравнений переноса. Реше- 
нием первого из них будет фо==72. 


$ 5. Поле в изотропной среде с параболическим 
волновым фронтом 


Обозначим через P параболу хи = (х2)?/2а в Rx. Дебаевская 
процедура позволяет в некоторой окрестности w параболы P по- 
строить формальное асимптотическое решение уравнения 


(АЕ?) фы (Е, x) =O (k-*), хаос Е?, (58) 
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имеющее вид 


М a 
фм, x) = #50 §* (ik)-i a; (x), Im S=0, (59) 

где ыы 
$ (Фет =0, 5: (Хер > 0, а; (Х)еР = | = (60) 


где f — заданная гладкая функция на Р. При этом $ определя- 

ется из уравнения эйконала |VS|?=1, а a; — из уравнений пе- 
реноса. Из физических соображений следует, что в данном слу- 
чае геометро-оптические лучи — это прямые, перпендикулярные 
фронту волны, т. е. параболе P, а функция $ положительна спра- 
ва от параболы (если ось xX; горизонтальна и направлена впра- 
во), отрицательна слева от параболы и равна по абсолютной ве- 
личине в любой точке х длине отрезка геометро-оптического лу- 
ча, соединяющего Р и точку х. То же самое, конечно, получится, 
если функцию $ находить формально по методу, изложенному 
в § 1. Из сказанного, в частности, следует, что функция $ (а 
значит, и решение вида (59)) однозначно определяется только 
в некоторой окрестности & параболы, ‘в которой ‘нормали к Р 
не пересекаются. Сейчас мы по схеме, изложенной в конце пре- 
дыдущего параграфа, построим соответствующее формальное 
асимптотическое решение уравнения (58) в круге |х|< В произ- 
вольного фиксированного радиуса. 

1. Уравнению (58) соответствует система Гамильтона 


x's=2p,  р’.=0, (61) 


Получим начальные данные для этой системы. Удобно записать 
параболу Р в параметрическом виде: хо=Ё, х1=2/2а, —с< < 
<oo. Тогда 


хо = (#8) ЕР, —® << о. 


Для того, чтобы найти начальные данные для р, продифферен- 
цируем первое из соотношений (60) по &. Получаем, что пра 
xeP 


Sx, (X) Xig + $ (X) хх = 0. 


А так kak VS(x)=p, то получаем следующее соотношение для 
вектора p°=p|s—o: < р°, Х%>> =0. Еще одно условие для компо- 
нент этого вектора пишется из уравнения эйконала: |p°|=1. Пер- 
вое из условий для p° означает, что вектор р’ ортогонален P, a 
второе — что его длина равна единице. Второе из соотношений 
(60) позволяет выбрать направление вектора р°: вектор р” Ha- 
правлен в область, лежащую справа от параболы. Окончательно 
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имеем 


Х|5=0 = (+8 8) 


a A ee A 
Vere vere 


° (62) 


р = ( ), —oo< E<oo. 


Решая систему (61) с этими начальными данными, получаем 


а 5 
ye). SS, 
: Va+e Е Vere (63) 
y-t# 2а5 ЖЕ 25 | 
2а уе уве 


Эти уравнения при фиксированном Ё и —oo<s<oo определяют 
бихарактеристики L задачи (61), (62). Геометро-оптические лу- 
чи, т. е. проекции этих бихарактеристик в R?,, являются прямы- 
ми перпендикулярными параболе Р. Сово- 
купность всех этих бихарактеристик сос- 
тавляет лагранжево многообразие Л, за- 
писанное в параметрическом виде (—co< 
<s,&<oo). 

Каустические точки для данного семей- 
ства лучей можно найти или из геометри- 
ческих соображений, или аналитически, при- 
равняв нулю якобиан J =| D(x, х2) / ($, &) |. 
Условие /=0 дает нам следующую связь 
между 5 и Е: 2a2s—(a?-+€?)3/?=0. Подстав- 
aaa 5=2—1-2 (а2-+-Е?)3? в (63), получаем 
цикл особенностей » (Л) на Л. Его проекция Рис. 6 
К в R*, (т. е. результат подстановки 
этого значения $ в последние два из уравнений (63)) дает нам 
каустику (см. рис. 6). Ona задается уравнением  (X2)?= 
=8(x,—a)3/(27a) и является эволютой исходной параболы. Та- 
ким образом, построенное ниже формальное асимптотическое 
решение будет определять поле в окрестности простой каустики 
и в окрестности «клюва» каустики. 

2. По формуле (56) определяем функцию S на Л. Так как 
S|x¢p=0 и E=const вдоль L, то 


$ (5, 9 = [ (p, dx) = [{р, x, ) 4 = 2 { ds = 2s. 
1 1 L 


3. Пусть Ль — часть многообразия Л такая, что ‘проекция 
Л\Льв Е?, лежит в области |х|>6+1. Конкретный вид A» нам 
пока не нужен. Нам нужно покрыть Ль картами @,, в которых 
Ль диффеоморфно проектируется в одну из координатных лагран- 
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жевых плоскостей. Поскольку имеется каустика, TO заведомо 

A» целиком не проектируется диффеоморфно в R?,. Подсчитывая 
якобианы D(x, р2)/ (5, Е), О(х», p1)/D(s, &), D(p1, р) / ($, ), 
обнаруживаем, что уже первый из них нигде в нуль не обращает- 
ся. Значит, все лагранжево многообразие Л, и Ль в частности, 
проектируется диффеоморфно ‘на плоскость ЖКх,» . Таким обра- 
зом, можно было бы взять ‘следующее покрытие Ay картами ©, 
и Qo: в качестве Q; взять любую окрестность в Л цикла особен- 
ностей У (Л), а в качестве Qo взять ANX(A). В качестве локаль- 
ных координат в ®@; берутся (х1, Po), ав Qo — (x, х2). Но мож- 
но поступить проще, взяв всего одну карту @=Л и (ж, po) в 
качестве координат в ней. Tak мы и поступим. Из (63) находим, 

что Л задается уравнениями | 


= (%—4) Pp, ap 
—— 21 — 2232 , 
> ee ee (64): 


р: = У! —P3, 
где —o<xj<00, —l< p<. 
4. По формуле (31) находим производящую функцию 51. Так 
как S(s, Ё) =25, то сначала из (63) выражаем $ через локальные 
координаты (хи, р2). Получаем, что 


МЕ ОК. a 
__ =. 
Ив 2(1— 22) 


Значит, согласно (31), производящая функция S, равна 


25 


2 2 
2 ap, (%1 — а) pg 
51 (жи, Pa) а: ПР. 
у1-й 30-й Vi-# 
4 2 
ар. ap’ 
Sm И fe НЕ. ЗА 


2(1— 3)" 2Vi-# 


5. Поскольку карта ®, всего одна, TO построить разбиение еди- 
ницы Ha Ль означает найти какую-нибудь функцию ееСо”(Л), 
равную единице на Ль. Эта функция должна иметь компактный 
носитель, и, значит, взять е==| нельзя. Удобно искать ее в коор- : 
динатах (x), р2). Покажем, что в качестве е можно взять функ: } 
цию е(ж, р2) =#1 (х1)й2(р2), где Ai — ‘произвольные бесконечно 
гладкие функции такие, что #1 (х!) =1 при |x1|<b+1, №1 (х1) =0 
при |х|>6-2, #2(р2) =1 при |0.|< р’ = В/У а +В, he(p2) = 
=0 при |р|>р”= (В+ 1/Уа? + (В+1}*, где В>0 достаточ- 
но велико. Прежде всего отметим, что так как р”<1, то из (64) 
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следует, что указанная функция е имеет Ha Л компактный HOCH- 
тель. Остается показать, что можно выбрать В>>0 настолько 
большим, чтобы та часть A, на которой el, попадала при про- 
ектировании в А?, в область |x|>>b+1. Таким образом, надо по- 
казать, что если |x;|>>5+1 или |po|>p’, то для точек (x, р) 
=Л с данными координатами (хи, Po) будет справедлива оценка 
х| >5-1. Так как из Toro, что |x,;|>5+1, конечно, следует, что 
ж| > 5+1, то остается рассмотреть случай |рз|>>р’. В силу (63) 
это неравенство эвивалентно неравенству |&|>В. Из последних 
двух уравнений (63) легко следует, что можно взять любое В та- 
кое, чтоВ > тах (6 +1, У2а(6 +1). Функция е построена. 

6. Предканонический оператор K(Q;) определяется по фор- 
муле (34). Так как 


D(x1, p2) 203 | 
= 2“! (1—2), 
| D(s, &) (a? + £2)? ( D3) 


то для любой феСо® (Л) 


коз ие = a 


ah —— 9(p,)* ) 
ra tk (= V(t Ч : 
. ее. ay (ps? $ (хь, Ps) ар». 
R v2 (1 — Po) 
7. По формулам (44)--(46) определяем константу си. Так 
как в силу (64) дх›/др»= —а<0 в точке ж=ре=0, то c= 
=exp(—in/2). Значит, согласно формуле (43), 


‚п 
Kap=e ? K (2) [e(%, pel, фе С” (Л), 
где функция е была построена выше. Tak как этой формулой мы 
будем пользоваться только при |x|<b, то сомножитель № в 
функции е ‘можно отбросить. Окончательно, при |x|<b для лю- 
бой функции феСо® (Л) 


Rk 
Клф= =. x 
4x 


vise tT neler pide, (68) 


1 (=. У 
eg 


1—p? 
к 
где @(x1, р) — значение функции ф в точке AGA с координатами 
(x1, po), р2=р; h(p) — произвольная фиксированная бесконечно 


дифференцируемая функция, равная единице при 
12| < В/И а + В? и равная нулю при |p| > (В + 1)/Va? + (В+1}. 
В > тах (5 +1, Иа +1) ) — любое. 
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Далее, имеют место теоремы, аналогичные Teopemam 5, 6. 
В частности, если 


N 
tby (Ry 2) = Kal ($, (66) 
7=0 
и функции флеС®(Л) удовлетворяют уравнениям переноса, то 
функция tpy будет удовлетворять уравнению (58). Первое из 
уравнений ‘переноса имеет вид 4фо/45=0. По аналогии с тем как 
условия (10) приводили к начальным данным (25), теперь из 
(60) получаем начальные данные для функций @;: 


= [НГ Н®, i=9, 
Фу =0 = | Г | 

ОТ gi), 1>0, 
где [(&) — значение функции |, определенной в (60), в точке па- 
раболы Р с параметром Ё и /(&) =|О(х;, x2)/D(s, &)|s—o, а функ- 

WMH X1, Xo определены в (63). Отсюда ь 
ae г» 2) | 1/4 = 4 4 —ap 
w= | а у +8] го ( 1— р? ) I Vi-p ): 

Окончательно, подставляя фо вместо ф в формулу (65), полу- 


чаем главный член tpo(k, x) формального асимптотического реше- 
ния, т. е. такую функцию ‘ро, что у 


(АЕ?) ро (Ё, x) =О (1), k>o, 


и существует функция фм, удовлетворяющая уравнению (58) и 
такая, что фм (А, x) =фо(, х) О (Е!). Здесь все остаточные чле- 
ны оцениваются в норме Lo(|x|<b). Можно оценить правую 
часть в (58) и в равномерных нормах. Так, если функции gy 
удовлетворяют уравнениям переноса, то для функции (66) име- 
ет место оценка |(A+k?)pw|<cCk-Nt+!2 при |x|<b, ЁЕ-оо. 
При этом построенная выше функция to является главной частью 
‘py в том смысле, что |фм(А, X)—tho(k, х) | <СЕ-!? при |х| < 
и Ё— о. 

Таким образом, главный член to формального асимптотиче- 
ского решения задачи получен нами в виде ‘интеграла сразу для 
всех x из круга |х|<5. Можно попытаться упростить выражение 
для ро. Сделав в интеграле (65) замену р= — а/У а? + а? , полу- 


UHM р 
и f@+ay + оч®х 


Г Кое | ВАН НИЕ. 38 
ы Fs (ont 2 —) Vaypat 4 da, (67) 
где g(a) =h(—a/Ya? + 0?) —произвольная бесконечно  диф- 
ференцируемая функция, такая что при некотором 
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В > шах (6 + 1, И2а(6 + 1)) функция g(a)=1, когда |а|<В, и 
q(a) =0, когда |a|>B+1. Когда точка (x, х2) не принадлежит 
каустике, интеграл (67) можно вычислить < помощью метода ста- 
ционарной фазы. Легко проверяется, что точками стационарной 
фазы являются те и только те значения а, при которых геометро- 
оптические лучи с E=a проходят через (х1, x2). Можно также 
упростить выражение (67) для точек (х1, xo), лежащих в окрест- 
ности каустики (см. $ 6). 


$ 6. Более общие задачи 


Схема построения формальных асимптотических решений в 
общем случае очень мало отличается от изложенной выше. По- 
строим такие решения для произвольного дифференциального- 
оператора P(x,-id/Ox; k), полиномиально зависящего от парамет- 
ра А. Пусть P(x, р; k) — его характеристический многочлен и 
Ро(х, р; Е) — старшая однородная по переменным (р, Ё) часть 
этого многочлена. Пусть Н(х, р) =Ро(х, р; 1) — вещественная 
функция. Если кроме пространственных переменных в оператор 
входит переменная Е, то будем обозначать ее через Xp, а двойст-., 
венную переменную — через ро. В этом случае через х будем 
обозначать вектор (Xo, х1, .., Xn), через р — вектор (ро, Pi, ..., 
Pn). Например, P=0?/dt2—A. Тогда Н=— Ра pi Если Р= 


= 0?/0—А--а(х)Е?, то H=—po+ У рз +а(х). Если P= 
121 
=iho/dt + (f?/2m)A—V (x), R=h-, то Н =рь— (2т)—! Ум —V (x). 
71 

Пишем систему Гамильтона (11) с гамильтонианом Н(х, р). На- 
чальные данные для этой системы диктуются начальны- 
ми условиями для искомого формального асимптотическо- 
го решения. В типичной ситуации имеется несколько начальных 
условий для формального асимптотического решения, например 
два начальных условия в задаче Коши для волнового уравнения. 
Начальные данные для системы Гамильтона ставятся точно так 
же, как и при решении задачи «в малом» (см. гл. IV). Соответ- 
ственно, начальные данные для системы Гамильтона определяют 
несколько семейств бихарактеристик. Каждое из этих семейств 
определяет в фазовом пространстве лагранжево многообразие. 
По этим лагранжевым многообразиям Ль 1<i<m, строятся ка- 
нонические операторы Кл, точно так же, как это делалось в изу- 
ченных выше примерах. Формальное асимптотическое решение 
уравнения Ри=0 ищется в виде 


и КФ, (68) 


i=l 
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Tile нужно заменить функции ф; на суммы 


N 
= ei (69) 


= 


если мы хотим получить более точное приближение. Далее, имеет 
место аналог теоремы 4, в котором только оператор А; имеет 
‘более сложный вид (см. лемму 5 гл. IV). Например, если много- 
член P(x, р; Е) =Ро(х, р; Е) однороден по переменным р, №, то 


4h _ 1 <, (_@H (x, р) | 
К: $: ЕР о Sp ар: > Ф, 


Tae 4/45 — производная вдоль бихарактеристик системы Гамиль- 
тона, образующих Л:. Если теперь функции $: удовлетворяют 
уравнению А!1ф:=0 и начальным данным, которые выписываются 
по начальным условиям для и, то функция (68) будет главным 
‘членом формального асимптотического решения. Полностью фор- 
мальное асимптотическое решение, удовлетворяющее уравнению 
< любой наперед заданной степенной (по А) точностью, может 
‘быть получено в виде (68), если, ‘как и в разобранных выше 
примерах, искать функции ф: в виде (69), THe @iy находятся пю- 
‘следовательно из рекуррентной системы уравнений переноса. 
Переход от построения формальных асимптотических решений 
‚для одного уравнения к решениям для систем совершается точно 
так же, как и при построении решений «в малом» (см. гл. IV). 
Поле в окрестности каустик. Канонический оператор дает ин- 
‘тегральное представление формального асимптотического решения 
‚задач, в том числе на каустиках и в окрестности каустик. После 
получения явных формул можно провести классификацию того, 
как может быть устроено решение в окрестности каустической 
точки [41. Без ограничения общности будем считать эту точку 
началом координат. Оказывается, решение всегда, за ‘исключени- 
ем некоторых вырожденных случаев (т. е. в случае общего поло- 
жения), можно записать в окрестности данной каустической точ- 
ки в некоторой подходящим образом выбранной системе коор- 
динат одним из следующих способов: 
при п=1 


gk (ery — р) ар, 


и= { (pd 
при п=2, кроме Toro, еще 


ik( pt-+ xap? 1s) 


u= fol’ pye ар», 
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при n=3, кроме того, еше 


a 5 3 2 
tm [бы Hay Pa) MEPL HHA HAA dp, 
—_—© 


© 2 3 2 | 
и = У Ф (Xp, Pay Pa) РР Pa р РО Др ip, 


Здесь ф — гладкая функция своих аргументов, х’ надо опустить. 
при n=1, x =x. при п=2, x’= (Xe, Хз) при n=3. 

Литературные указания, дополнения. Подробнее с методом 
канонического оператора Маслова можно познакомиться по мо- 
нографиям [74, 78, 86, 143]. Несколько позже возник и парал- 
лельно развивается близкий метод интегрального оператора 
Фурье [118, 132, 187, 90]. 

Круг задач, к которым применим метод канонического опера- 
тора, описан во введении к этой главе. Отметим, что мы совсем 
не останавливались на возможностях применения канонического 
оператора к исследованию граничных задач (см. литературные 
указания к предыдущей главе), а также на важной разновид- 
ности канонического оператора — операторах с комплексной фа- 
зой (см. [75, 76, 65]). В последние годы канонический оператор 
применялся также к изучению нелинейных задач [77, 79]. 


Глава VI 


ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ В ОГРАНИЧЕННОЙ 
ОБЛАСТИ 


В этой главе описываются важнейшие результаты теории эл- 
липтических задач в ограниченной области: разрешимость, конеч- 
номерность ядра, аналитические свойства резольвенты. Начинает- 
ся изложение с изучения используемых в дальнейшем про- 
‹<транств функций. Указанным вопросам ‘посвящен целый ряд MO- 
нографий и обзорных статей [1—3, 117, 92, 71, 85] и др. Цель 
настоящей главы — напомнить эти результаты настолько, чтобы 
можно было использовать их в последующих главах. Поэтому до- 
казательства ‘будут приводиться только 'B тех случаях, когда COOT- 
ветствующее утверждение является одновременно очень важ- 
ным, не очевидным и легко доказываемым. 


$ 1. Пространства Соболева — Слободецкого 


Напомним, что через S=S(R") обозначается пространство 
бесконечно дифференцируемых функций и=и(х), убывающих на 
бесконечности вместе со всеми своими производными быстрее 
любой степени |х|-!, через S’=S’(R") — пространство линейных 
eo) функционалов (обобщенных функций) на $ (cm. 
46, 40]). 


Преобразование Фурье Ф(о) Функций peS определяется по 


формуле = 
(0) = [ o(x) <0 de. 
к 


Тогда обратное преобразование ЁР-! дается выражением 
9 (x) =F 9 = (2) " [$(0)е "7 40. 
в" 
Если f — регулярный функционал, соответствующий локаль- 
но интегрируемой, растущей на бесконечности не быстрее некото- 


рой степени |x| функции f=f(x), то его значение на основной 
функции PSS определяется формулой 


(9 = [Fe @)de. 
Rt 
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Поэтому, если u(c) EL), то 
GW = [29%049, фе 3; u(x) = (2) [i ()e*<0x> do, 
Rt Rt 


и преобразование Фурье функций ие=5’ определяется равенством 
(и, ф) = (2) *(u, Ф), ф=5. © 

В частности, в следующей главе при решении уравнения Cc по- 
стоянными коэффициентами P(id/dx)u=f в случае, если следую- 
щие ниже выражения имеют смысл, будем иметь 


са То) по, 
u(x) =F se a Pe) e<o.x> dg, 


Пусть s — произвольное действительное число. Пространство | 
Соболева — Слободецкого Н*=Н*(Ё") — это пространство обоб- 
щенных функций ие5’(Ю”), преобразование Фурье и(в) которых 
является локально интегрируемой функцией такой, что 


м = [| ПЕР (+ lop) dol!” < оо. . (1) 
в" 


По формуле (1) вводится норма в пространстве И*. Обозначим 
через H* фурье-образ пространства Н*. Так как Я’ — это про- 
странство [2(К") с весом (1+ |o|?)5/, то AS, а значит, и HS яв- 
ляется гильбертовым ‘пространством относительно скалярного 
произведения 


(u, 0) = [#(9)5 (6) (1 +191) 40. 
в" 


Значит, пространства Hs и AS полны. 

Так как функции из пространства $ плотны в AS, а преобра- 
зование Фурье переводит пространство $ в себя, то функции из 
пространства $ плотны также и в Н?*. Можно показать, что и 
функции из C%(R*) плотны в пространстве Hs (Мо норме (1}). 
Очевидно, Нз<=Н°-6 при 6>0. 

При целых s=m>0 пространство Н” совпадает с пространст- 
вом Соболева W"=W™,(R"), состоящим из функций ие=Г2(Ё”), 
все обобщенные производные которых (в смысле пространства 
S’(R")) до порядка т включительно принадлежат [2(Ё"). Hop- 
ма в пространстве W” вводится по формуле 


[шфи" = У, [Dr uli,. 
|р\<т 
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BBC AHTCA по формуле 


Здесь и ниже используются следующие обозначения: если р= 


= (ри, .., Pn) вектор с целочисленными неотрицательными компо- 
нентами, то | 
Zp, D? \pl д” о Ш р р, о. 
— Ур, =(i ‚ O° =f... + ohn, 
|p| =2pj, OO” Fa Oak 


Покажем, что H™=W™. Согласно pasercrsy Парсеваля, 


ши” = (2л)—" у Joruli,=(2n)—" (luo)? | (674. 8) 


Прут Rt рт 
Легко доказывается существование констант Cj, С», таких, что 


С! с)" < У, (0)? < С, (1 +|ol?)" ‚бе В". (4) 
\pi<m 


(Оценка (4) следует также из леммы 2 гл. УП.) Эквивалент- 
ность норм в пространствах Н” и №" и, значит, совпадение этих 
пространств являются очевидным следствием соотношений (1), 
(3), (4). Точно также доказывается, что функции из Н-” пред- 
ставляют собой обобщенные производные функций из L2(R") по- 
рядка не выше m. Таким образом, индекс $ указывает Ha макси- 
мальную гладкость функций из пространства Hs’. Можно было бы 
ввести оператор дробного дифференцирования так, чтобы прост- 
ранство HS при любом $>0 было ‚ эквивалентно пространству 
функций, производные которых до порядка $ суммируемы с квад- 
ратом. Очевидно, оператор дифференцирования 0/0х, 1<i<n, 
является ограниченным оператором из пространства Н® в Нз-. 

Из существования обобщенных производных, даже суммируе- 
мых с квадратом, еще не вытекает непрерывность функции. Од- 
нако если $ достаточно велико, функции из пространства Hs бу- 
дут непрерывны. Справедлива следующая теорема вложения Co- 
болева: при s>n/2+/ оператор вложения HS—C!(R") непреры- 
вен, /=0, 1, 2.... (Нам это утверждение не понадобится.) 

Следующие два утверждения существенно используются при 
работе с пространствами Н*. В частности, они необходимы, что- 
бы определить соответствующие пространства на границе обла- 
сти (или на любом гладком многообразии). 

Лемма 1. Если функция у=у(х) задает невырожденное бес- 
конечно дифференцируемое отображение К" в Е" и у=х в неко- 
торой окрестности бесконечности, то оператор в Hs, переводящий 
и(х)в и(у(х).), является ограниченным. 

Лемма 2. Оператор умножения на функцию peS(R") огра- 
ничен в HS, 

Если Q — область в А", то через Н*(®) обозначается про- 
странство обобщенных функций иерО’(®), допускающих про- 
должение lu на D’(R"), принадлежащее Н*(К”). Норма в Hs(Q) 


ыы) = РАНА, 
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где нижняя грань берется по всем продолжениям. Это простран- 
ство изоморфно фактор-пространству Hs (Ю")/На» o(R"), где НУ(В") 
— подпространство пространства Н°(К"), состоящее из функ- 
ций ueHs(R"), равных нулю вне С. Если область С имеет 
достаточно гладкую границу, то Ну (В") совпадает с простран-. 


ством Н*(С), которое определяется как замыкание пространст- 
ва бесконечно дифференцируемых в А" функций с компактным 
носителем, принадлежащим С, в норме пространства Н*(К"). 

Пусть QCR* — область < бесконечно гладкой компактной 
(п—1)-мерной границей Г и {Uj} — такое конечное покрытие гра- 
ницы Г областями U;CR", для которого существуют невырож- 
денные бесконечно дифференцируемые отображения x—>y=yi(x), 
переводящие И; в единичный шар |у|<! так, что UjQ перехо- 
дит в полушар |у|< 1, у„>0, a UNE —B {y:yn=0, |у’|< 1} 
где у’= (у, ... Уп-1). Пусть {pj} — разбиение единицы на Г, под- 
чиненное указанному покрытию (см. лемму 2 гл. Г), так что для 
любой функции и, заданной на Г, имеем u=Xqju. Функции фи 
можно записать в локальных координатах у’: фи= (фи) (x(y’)). 
Говорят, что u@Hs(T), если gju при всех j как функции у’ при- 
надлежат пространству Н*(Ю"-!). Норма в пространстве Нз(Г) 
определяется формулой 


14 г) = =| 954 зря, 3 


С помощью лемм 1, 2 можно легко показать, что пространство 
Нз(Г) не зависит от разбиения единицы {ф/}, нормы, введенные 
с помощью разных разбиений, эквивалентны, и пространство 
Hs (T) — полное. 

Оператор следа. ГТусть, как и выше, Q — область в А" с KOM- 
пактной бесконечно гладкой (п—1!)-мерной границей Г. Для 
функции ue@C~(Q) через yu обозначим ее след на Г. Оказывает- 
ся, что для любого s>!/. и любой функции иеС® (Я) ПН: (9) 

ни < Си bisa, (5) 


где константа С не зависит от функции и. Докажем эту оценку. 
Из лемм 1, 2 следует, что достаточно рассмотреть случай, когда 
@=А"., ={х: хе", х„>0} и иеСо®(Е"). Обозначим через u(o) 
преобразование Фурье функции и и через @(0’, Xn) — преобразо- 
вание Фурье функции и по переменным х’= (х1, ... Х-1). Тогда 


© 
~ 1 ~ а 
@(0', %)= пФ ***ndo,, 
—ю 
и по неравенству Коши — Буняковского 


© 


гора + lof) а, x 
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x [(+1o'P + lon P)-* don. (6) 


После замены переменных 0, = VI+F |0’ n, получим 
| (Е [0+ |0, |) 40, = 
и es pe = 
=(1+lo'p) “2 Га+т-4т=са +19 2? 


РАН 
Поэтому, умножив неравенство (6) на (1+|0’|?) 7 и про- 
интегрировав по о’, получаем оценку (5). 

Поскольку бесконечно дифференцируемые функции плотны B 
пространстве Н’(®), то оценка (5) позволяет с помощью опера- 
ции замыкания определить оператор следа y на всем пространст- 
ве Н*($). Справедлива 

Теорема 1. При s>'/, оператор следа является ограничен- 


pea 
ным оператором из пространства Hs(Q) в Н 7 (IT) и перево- 
} 1 


sk 
дит Нз(®) на все Н ? (Г. 

Первая часть этой теоремы доказана. Вторую мы оставим без 
доказательства. Хотим только отметить отличие сформулирован- 
ного результата от аналогичного результата в пространствах 
Гёльдера, где оператор взятия следа сохраняет гладкость функ- 
ций. Здесь же происходит потеря гладкости на '/, причем не- 
трудно привести пример, показывающий, что при любом 6>0 


$+6— — 
оператор у: Hs (9) > Н 2 (Г) будет неограниченным. 


Действительно, пусть функция и равна обратному преобразова- 
нию Фурье от функции 9= (1 [ореол Очевидно, ие 


еН*(К".). При этом yi == [ odo, и из (7) следует, что 


eo 
— _sH-— 
уиЕН ? (R""). Условие $>!1/› в теореме 1 также сущест- 


венно. Например, оператор взятия следа для функций из про- 
странства [2(9) =H°(Q) (5=0) не определен. 

Теорема 2 (теорема вложения Соболева). Для любой огра- 
ниченной области 9<В" и любого 65>0 операторы вложения. 
ig: НУ (В) Н%° (В") и #:Нз(9)-Н:-8(®) компактны. 

Это утверждение аналогично теореме Арцеля, согласно кото- 
рой из каждой равномерно ограниченной и равностепенно непре- 
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рывной последовательности функций на отрезке можно выбрать 
равномерно сходящуюся подпоследовательность. Если несколько 
загрубить теорему Арцеля, заменив требование равностепенной 
непрерывности на равномерную ограниченность производных, то 
теорема Арцеля превратится в утверждение о компактности опе- 
ратора вложения C!(Q)>C°(Q), где Q — отрезок числовой оси. 

Доказательство теоремы 2. Компактность оператора & 
будет доказана, если мы покажем, что из любой последовательности 


функций шие Н% (В"), m=1, 2,..., такой, что |ит|:<1, можно 
выбрать подпоследовательность Ш", ]=1, 2, .., фундаментальную 
в Hs-6(R*). Пусть феСо®(В") и ф=! при ХЕ. Тогда ип=фит 
и, значит, Um=@ * Им и для любого вектора a 


Рош» (6) | < [125$ —9 „(914 < 
< (125$ —ЭРа +146 ) "щи, 


Так как D*p@S(R"), то интеграл в правой части последнего не- 
равенства ограничен в любом шаре |в| <К. Значит, |О°.ит (в) |< 
<С(а, К) при |o|<R. Применяя теорему Арцеля, получаем, что 
из последовательности Ит(0) можно выбрать сходящуюся равно- 
мерно в шарс |<|<1. из нее — сходяшуюся равномерно в шаре 
|o|<2R и т. д. Тогда диагональная последовательность Um, ; (9) 
будет сходиться равномерно в любом шаре |o|<R. Покажем, 
что последовательность ии, ]=1,2,... фундаментальна в 
НН (К"). 
Возьмем любое e>0 и пусть (1-+R2)5=8/s. Имеем 
Ми м = | 14m; — м, А + [oP Pdo + 
\ol>R 
+ J [nj — Ра + oP) do. 
\o|<R 

Первое слагаемое обозначим через J}, второе — через J. Очевид- 
HO, | 

< +R9° [iin ily PL + 101.40 < 


lol>R 
+в, — ty BS 


Поскольку последовательность й„, равномерно сходится в ша- 
ре |o|<R, то существует такое М, что 12<г/2 при j, R>N. Та- 
ким образом, /1-12< при |, R>N, т.е: последовательность ит 


j=1, 2, .., фундаментальна в Hs-S(R*), Компактность операто- 
ра & доказана. 
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Пусть теперь Um@H5(Q), т=1, 2, ..., и норма функций ит не 
превосходит единицы. Тогда существуют функции {/и„еН°(Ё”), 
такие, что |Ш„|;<2. Пусть фЕСо®(В") и ф=1 при xeEQ. В силу 
леммы 2 |lplumils<C, где С не зависит от т. Из компактности 
оператора ig: НЕ (Е")-> НУ“ (В"), где область ©: содержит 
зиррф, следует существование подпоследовательности Ффш„, | = 


=1,2,..., фундаментальной зв Hs—5(R*). Тогда последователь- 
НОСТЬ # Un j» j=1,2,..., будет фундаментальна в Hs—-5(Q), что 
доказывает компактность оператора i. № 


$ 2. Эллиптические задачи 


Определение. Оператор Р(10/9х) и его характеристический 
многочлен P(o) называются эллиптическими, если Ро(6)==0 при 
0еА", 520, где Po(o) — старшая однородная часть многочлена 
Р(с). Оператор P(x, id/Ox) называется эллиптическим в области 
©, если оператор P(x°, id/ox) эллиптичен в каждой точке EQ. 

Задача. Докажите, что свойство. эллиптичности является ин- 
вариантным относительно диффеоморфизмов области. 

Лемма 3. Если Po(o) — однородный эллиптический много- 
член порядка | и п>3, то l=2m — четно и для любых двух ли- 
нейно независимых векторов ЕЁ, СЕК” уравнение Рь(Е-тё) =0 от- 
носительно т имеет ровно т корней, лежащих в полуплоскости 
Imt>0, и ровно т, лежащих в полуплоскости Imt<O0 (с учетом 
их кратности). ° 

Следствие." Если выполнены условия леммы 3, то при каж- 
дом 0’= (01,.... 6,1) ER", 0’520, уравнение Р\(о’, 2.) =0 относи- 
тельно г„ имеет ровно т корней ‘в каждой из полуплоскостей 
п 2.0 (с учетом их кратности). 

Доказательство. Соединим точки & и —E гладкой кривой 
y, не пересекающей прямую, проходящую через точки 0 и 5. Так 
как n>3, это возможно. Обозначим через п. (0) число корней t= 
=т(0) многочлена Ро(с--т5), сеу, для которых Imt>0, и через 
n_(o) — число корней, для которых Imt<0. Так как Р.(о-- тб) 
является 'многочленом порядка / no т с коэффициентом Р.(5) при 
и в силу эллиптичности Ро(5) 520, то корни т(0) непрерывно 
зависят от сет. Поскольку o+1f40 при селу, то эти корни не 
вещественны. Значит, п.(5) HC зависят ст ве, т. е. п. (Е) = 
=n,(—§). С другой стороны, из однородности Py следует, что ес- 
ли Ро(&--т6) =0, то Po(—E—rt) =0, откуда п+(—) =п_ (Е). Зна- 
чит, и (5) =п_(=). № 

При n=2 утверждение леммы 3 может оказаться неверным. 
Пример: Рь(:0/0х) =0/0x;+id/Ax.. 

Операторы, для старшей однородной части характеристиче- 
окого многочлена которых справедливо утверждение леммы 3, 
называются правильно эллиптическими. В частности, эллиптиче- 
ские операторы при п>3 правильно эллиптичны. 
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Пусть теперь Q — ограниченная область в К" © бесконечно 


гладкой границей Г, Р(х, 10/0х) — правильно эллиптический опе- 
ратор в © порядка 2m с бесконечно дифференцируемыми в ® ко- 
эффициентами, Bj=B;(x, id/Ox) — «граничные» дифференциаль- 


ные операторы порядка mj, коэффициенты которых являются бес- 
конечно дифференцируемыми функциями х, определенными в не: 
которой окрестности Г (если эти коэффициенты определены толь- 
ко на Г, можно их всегда продолжить на некоторую окрестность 
с сохранением гладкости; способ продолжения несуществен). Рас- 
смотрим задачу 

Pu=f, хеЕ®, 


8 
Byu=9, хеГ, 1< ]<т, 8) 
где число граничных условий равно половине порядка оператора. 
Хорошо известно, что для корректности поставленной задачи 
операторы В; нельзя задавать произвольно. Например, если n= 
=2, P=A, а на границе задать условие ди/дх,--ди/0х2=0 или 
Ou/Ov-+-idu/dl=0, где у и 1 — единичные векторы нормали и ка- 
сательной к Г, то однородная задача (8) будет иметь бесконеч- 
номерное ядро: ее решением будет любая аналитическая функ- 
ция переменного г=х!-Нй (или 2=х!— во втором случае, если 
ориентация системы координат (х1, x2) отличается от (у, /)). 
Обозначим через Вр(х, 0) старшую однородную часть многочле- 
на В,(х, 0), т. е. сумму одночленов многочлена В; порядка ров- 
HO Mj. я 
Определение. Говорят, что для задачи (8) выполнены усло- 
вия Шапиро — Лопатинского, или что выполнено условие коэрци- 
тивности, или что граничные операторы В; накрывают оператор Р, 
если оператор Р правильно эллиптичен и для любой точки хеГ 
и любого ненулевого касательного к Г в точке х вектора & поли- 
номы Ву(х, Е ту) переменного т линейно независимы по модулю 
т 


полинома Пас, §)), где v — внешняя нормаль « Г в 
i=l 

точке x, а t+; — корни полинома Ро(х, E+tv) с положительной 

мнимой частью. 

Это условие можно сформулировать и в несколько других тер- 
минах. Зафиксируем точку х=х°еГ, ‘перенесем начало координат 
в точку х°и сделаем поворот осей координат так, чтобы в но- 
вых переменных у ось Yn совпадала по направлению с внутрен- 
ней нормалью к Г в точке х=х. Через Py(x, id/dy), 
Bjo(x°, :019у) обозначим операторы, получающиеся при этой за- 
мене из операторов Ре, Ву. Легко показать, что условие Шапи- 
ро — Лопатинского эквивалентно следующему требованию: опе- 
ратор Р правильно эллиптичен и при всех 
eT uo’ ER", o' 0, задача 

Б, (*, o’,i—8 


Yn 
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je 0, tn >9, 


по ("ги оо =O, 1< 1$ т, @) 
dyn - 

должна иметь только тривиальное решение в классе функций, 
убывающих при у„-— со. Отметим, что (в силу правильной эллип- 
тичности оператора Р) при всех х0еГ, 0’5=0 обыкновенное диф- 
ференциальное уравнение Роо=0, входящее в задачу (9), имеет 
ровно т линейно независимых решений, убывающих при ул- со. 

Задача. Проверьте, что для уравнения Пуассона Au=f за- 
дачи Дирихле и Неймана удовлетворяют условию Шапиро — Ло- 
патинского. Задача Au=f, хеЕО; Ou/dl=q, хеГ, me 1 — глад- 
кое невырожденное векторное поле на Г, называется задачей с 
косой производной. Докажите, что условие Шапиро — Лопатин- 
ского выполнено для нее при n=2 всегда, а при n>3 — в тех и 
только тех точках границы, где / не касается Г. 

Обозначим через Нз(@, Г) a сумму пространств: 


нео, рн у "Fy (10) 
j=l 
с нормой 
Ih, Фь --- ‚ Pm 3.0 = 
1/2 
= [IF lista + : 19; r samme |”. 
Очевидно, H5(Q, Г) — и пространство. Задаче (8) 


можно сопоставить оператор 


‚ 
%: H+?" (9) Нз (©, Г), s>s? = max (-2” т, (1) 
I<j<m 2) ; 
переводящий функции ие Н**”"(®) в вектор из правых частей 
задачи (8). Из теоремы 1 следует, что этот оператор определен 
и ограничен. 

Напомним, что оператор, действующий из одного гильберто- 
ва пространства в другое, называется нётеровым, если его об- 
ласть значений замкнута, а размерности ядра и коядра конечны. 
Справедлива 
_ Теорема 3. Для правильно эллиптического оператора в 
Q(Q — ограниченная область) следующие условия эквивалентны 

1. Для задачи (8) выполнены условия Шапиро — Лопатин- 
ского. 

2. При всех s>s° оператор (11) нётеров. 

3. Для любой функции иеНз+”(0), s>s°, справедлива 
оценка 


енто) < С И и bys ca.ry + 19 ка» (12) 
где константа С не зависит от и. 
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Определение. Если оператор Р правильно эллиптичен и 
выполнены условия теоремы 3, то задача (8) называется эллип- 
тической (или коэрцитивной). 

Теорема 4. Если задача (8) эллиптична и функция 
ue Н**”" (0), 51>50, является решением задачи (8), где 
(f, Фь +» Фт) GHS(Q, Г), s>si, то иеЕН*+?"(0) и для нее спра- 
ведлива оценка (12). При этом если однородная задача (8) име- 
ет в пространстве Н*+?”"(9) только тривиальное решение, то по- 
следнее слагаемое в правой части оценки (12) можно опустить. 

Для эллиптических операторов справедливы также локальные 
априорные оценки. 

Теорема 5. Пусть ®, © — ограниченные области, 91 <О.. 
Если функция ue Ht" (Q,), —со< $, «оо, является решени- 
ем уравнения 

P(x, id/Ox)u=f, xeQo, 


где P — эллиптический оператор в 9 порядка 2m, fEHs(Q2) и 
5> я, то и>еН*+?" (91) и 


2 нзчат a) < с Ао [шт © (13) 


где константа С не зависит от функции и. 

Теорема 6..Пусть Qo — ограниченная область с бесконечно 
гладкой границей, область QyCQe, Г’=091П9:, где ©’ — 
=-окрестность множества Q, (e>0 — некоторая фиксированная 
константа). Пусть P(x, 10/0х) — правильно эллиптический опе- 


ратор в ©з порядка 2m, а функция ue Н”""(©,) — удовлетво- 
ряет условиям 


P(x, и xEQ,, 

Ox 

, (14) 
B; (x i= )u=o xel’, |< |< пт, 


где В; — дифференциальные операторы порядка mj, бля зсдачи 
(14) в точках Г’ выполнены условия Шапиро — Лспатинского, 
s+2m— ma 
fEH*(Q), ЕН (Г) из> я >. 
Тогда и = H**?"(Q,) и 


т 
инт о) < С [Fluo + У 1$; ис ‘ + но, |» 
г. 


i=l 


(15) 


где константа С не зависит от и. 


137 


Задача. Докажите теоремы 5, 6, применив теорему 4 к 
функции аи, где ае=С® (2), а=1 BQ; и а«=0 вне ©!’ при доста- 
точно малом =>>0. (Заметим, что ‘обычно теоремы 5, 6 доказы- 
ваются независимо от теоремы 4, а доказательство теорем 3, 4 
опирается на теоремы 5, 6). 

Системы уравнений изучаются точно так же, как и одно урав- 
нение. Пусть Р(:0/0х) — матрица размера dXd из дифференци- 
альных операторов порядка не выше [, Ро(:0/9х) — матрица из 
старших однородных (порядка ровно /) частей операторов, со- 
ставляющих матрицу Р и H(o)=det Po(o). Матричный оператор 
Р(10/0х) называется эллиптическим (правильно эллиптическим), 
если таковым является оператор H(id/dx). В частности, из этого 
определения и леммы 3 следует, что для любой правильно эл- 
липтической матрицы число /d=2m четно и при п>3 любая эл- 
липтическая матрица Р(10/0х) является правильно эллиптиче- 
ской. Все остальные приведенные выше определения и формули- 
лировки результатов автоматически переносятся на случай систем 
уравнений. При этом число граничных условий в эллиптической 
задаче (9) в случае систем уравнений равно (14/2. 


$ 3. Эллиптические задачи с параметром 


В ограниченной области QCR" c бесконечно гладкой грани- 
цей Г рассмотрим задачу 


P(x, i 2 ku =f, xeQ, 


ox / 


(16) 
В; (x iz; в) и, хеГ, 1<]< т, 
23 


где Ри В, — дифференциальные операторы порядка 2т и т, 
соответственно, с бесконечно дифференцируемыми коэффициента- 
MH, полиномиально зависящими от параметра k (комплексного), 
изменяющегося в угле Q:|k|>0, Bi<argk<f. (или на луче в 
случае В, =В2). Предполагается, что многочлены P(x, 0; А) и 
B;(x, о; Е) имеют указанные порядки (2m и т; соответственно) 
также и по совокупности переменных (с, К). 

Определение. Оператор P(x, {0/0х; k) называется эллип- 
тическим (правильно эллиптическим) оператором с параметром 
при ЕО, если оператор P(x, 10/0х; ikd/Oxo) эллиптичен (пра- 
вильно эллиптичен) по переменным (x, Xo) при АО. Отметим, 
что это условие не зависит от величины |#|>>0. 

Задача. Проверьте, что оператор А-Ё? является эллиптиче- 
ским оператором с параметром, когда № принадлежит любому 
углу, не содержащему точек вещественной прямой. 

Определение. Задача (16) называется эллиптической за- 
дачей с параметром при k@Q, если для следующей задачи в ци- 
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линдре G=QXR! 
x ee 
P(x, i; ail =f, (x, %) eG, 
х хо 


В, (x, i— mr) t=O (x, X)) GEOG, 1< j<m 
выполнены условия Шапиро — Лопатинского при каждом REQ 
(как и выше, нее усяовие не зависит от величины |#|>>0). 

Задачи. Покажите, что эллиптичность задачи (16) при 
каждом о keQ является необходимым, HO не доста- 
точным условием эллиптичности с параметром. 

2. Проверьте, что задачи Дирихле и Неймана для оператора 
A+R? являются эллиптическими задачами с параметром АО, 
если О не содержит точек вещественной прямой. 

3. Найдите все значения @ (комплексного), при которых за- 
дача 


п ЗЕ. ВИ 
(A+ M)u=f, хе; —-+a—7-=9, хе Г, 


является эллиптической или является эллиптической задачей с 
параметром kEQ. Здесь Q — область в А?; у и / — единичные 
векторы, направленные по нормали и касательной к Г, Q — не- 
который угол комплексной плоскости, не содержащий точек ве- 
щественной прямой. 

Введем в пространстве Нз(®), s>0, следующую зависящую от 
параметра норму: 


1 шос -_ | alsa) + ps Julia ‚р> 0. 


При каждом фиксированном р эта норма эквивалентна введен- 
ной ранее. При целых $ она, очевидно, эквивалентна норме: 


В 
rai (Q) = У 07 1 па e> 0. 


i=0 


Аналогично вводится зависящая от параметра р норма в про- 
странствах Н*(Г), Г=0®: 


Я 4 bem + p*5 | fey ’ р > 0. 


Через %» обозначим оператор (11), который строится по за- 
даче (16). 

Теорема 7. Пусть s>max(0, —2m+mj;+1) и задача (16) 
лвляется эллиптической задачей с параметром при №ЕО. Тогда 
существует такое №>0, что при ЕО и | > 
> оператор A, осуществляет изоморфизм — пространств 
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Hs+2m(Q) и Нз(®, Г) и справедливы оценки 


т 
Сиинетим (9) < 1 Ныне) + x lol pet om—m — lA ry < 


< С, | и зы, А! (<), 


где константы Cy, С›>>0 не зависят от и и REQ, |k| >№. 
Для эллиптических задач с параметром справедливы следую- 
щие аналоги теорем 5, 6. _ 
Теорема 5’. Пусть 91, 22 — ограниченные области, 91 <Я 
и функция иеН*:+?т (95), $1>0, является решением эллиптиче- 
ского уравнения с параметром REQ 


eae = 
P (x,t в)и, xEQ,. 
Если [ЕЕ Hs (Q,), $25, то ue Hs+2"(Q,) и 


[4 astomiticoy < СИЯнымор + [ныть J, 


где константа С не зависит от и и keQ. 

Теорема 6’. Пусть Qi, 92 и Г’— те же, что и в теореме 6, 
оператор P(x, id/Ox; Е) является правильно эллиптическим опе- 
ратором с параметром ЁеЕЕО, задача 


(к )u=h хе, 


В; (=i k)u=ay xer', l<j<m, 


при хеГ’ удовлетворяет условиям эллиптичности с параметром 
REQ и функция ие Нч" (0,), где sy>max(0, —2m+m;+1), 
является решением этой pacers Тогда если 


з+2т—т,— 
fe Н*(®,), ЕН ie (г) us>s, то ие Нт ©) и 


Jaf stomitiay < СИ вице, + х 1ФЛ инт Дис) + 


+ Пн 1, 
где константа С не зависит ни от и, ни от REQ. 
Все перечисленные результаты справедливы и в случае систем 
уравнений. 


$ 4. Обращение конечно-мероморфного 
фредгольмова семейства операторов 


Пусть A:H,~H2 — оператор, действующий из гильбертова 
пространства H, в Но. Он называется фр2дгольмовым, если его 
область значений замкнута, а размерности ядра и коядра конеч- 
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ны и одинаковы, т. е. фредгольмовы операторы — это такие нё- 
теровы операторы, размерности ядра и коядра которых совпа- 
дают. 

Пусть U — область комплексной плоскости. Говорят, что се- 
мейство операторов А,:Н!-—Н› аналитически зависит от AGU, 
если в некоторой окрестности каждой точки ^=мЕЦЙ операторы 
A, разлагаются в ряд Тейлора, сходящийся в равномерной нор- 
ме, т. е. существуют такие ограниченные операторы Aj: H,;—> Ho, 
что 


N 
1An— VW Aj (429! [+0 при Noo. 
j=0 i 


Аналогично определяется понятие мероморфной зависимости опе- 
раторов от параметра (сходимость ряда Лорана понимается в 
равномерной норме). 

Оператор А:Н!:-—>Нз называется конечномерным, если он пе- 
реводит все пространство H,; в конечномерное подпространство 
пространства Ho. 

Семейство операторов A,:H\~H2, РИ, называется конечно- 
мероморфным фредгольмовым, если 1) операторы A, мероморфно 
зависят от параметра A; 2) для любого полюса ^=ю©0 семей- 
ства A, коэффициенты, стоящие при отрицательных степенях 
(A—Ao) разложения A, в ряд Лорана, являются конечномерными 
операторами; 3) во всех точках ЛЕЙ, в которых семейство А» 
аналитически зависит от A, оператор A, фредгольмов; для любо- 
то полюса ^=№юеЦЙ семейства A, фредгольмовым является опе- 
ратор, являющийся коэффициентом при нулевой степени (A—Ao) 
разложения A, в ряд Лорана. 

Теорема 8 [17]. Пусть U — связная область комплексной 
плоскости, A,:H,~H2, ЕЦ, конечно-мероморфное фредгольмово 
семейство операторов и существует такое \ю©ЕИ, что оператор Ах, 
обратим. Тогда операторы (А,)-—:Н›-—Ни, AGU, образуют конечно- 
мероморфное фредгольмово семейство. 

Задача. Приведите примеры, показывающие ‘необходимость 
всех условий теоремы. 

Теорема 9. Пусть Q — угол |k|>0, Bi<argk<f2 ком- 
плексной плоскости параметра k, ®<Е" — ограниченная область 
с бесконечно гладкой границей и задача (16) является эллипти- 
ческой задачей с параметром ЁЕО. Тогда при s>max(0, —2m+ 
+mj+1) оператор %+:Нз+2т (9) —Нз(9, Г), соответствующий за- 
Эаче (16), является полиномом по Ё и фредгольмов при каждом 
значении REC. Обратные операторы %„—:Н*(®, Г)—Нз+?" (9) 
образуют конечно-мероморфное фредгольмово семейство операто- 
ров при REC. 

Доказательство. Так как задача (16) является эллипти- 
ческой задачей с параметром при ЕО, то она эллиптична при 
каждом keQ. Поскольку степени многочленов P(x, 0; by, 
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B;(x, в; Е) по совокупности переменных (0, №) те же, что и по 
переменной с, то старшие однородные по с части этих многочле- 
нов (от которых зависит определение эллиптичности задачи) не 
зависят от А. Значит, задача (16) эллиптична при любом фик- 
сированном АС, и в силу теоремы 3 оператор M, нётеров при 
каждом КеС. Далее, индекс нётерова оператора (разность меж- 
ду размерностью ядра и коядра оператора) является гомотопи- 
ческим инвариантом [7], т. е. индекс оператора A, не зависит от 
К. А так как при REQ и достаточно больших |#| индекс опера- 
тора %, в силу теоремы 7 равен нулю, TO он будет равен нулю 
при всех ke&C, т. е. оператор Me фредгольмов при всех значени- 
ях —_ Из теорем 7, 8 вытекает второе утверждение Teope- 
мы 9. 


Глава VII 


УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ В К” 


В этой главе будут изучены некоторые классы уравнений в 
К". Поскольку для таких уравнений бесконечно удаленная точка 
играет роль границы области, то для корректной постановки за- 
дачи требуется накладывать какие-то условия на поведение ре- 
шения при roo. Эти условия могут быть заданы в виде оценок 
решений или их асимптотического поведения при Foo, или при- 
надлежности решения к некоторым пространствам функций, огра- 
ничивающим возможности поведения решений в окрестности бес- 
конечности. 

В большинстве прикладных задач, которые исследуются с по- 
мощью излагаемых ниже методов, соответствующие операторы 
эллиптичны, и можно было бы ограничиться изучением только 
таких операторов. Мы будем рассматривать более широкий класс 
уравнений — гипоэллиптические уравнения, ‘поскольку данный 
класс уравнений содержит некоторые интересные примеры, а до- 
полнительных трудностей при этом практически не возникает. 


$ 1. Уравнения с отличным от нуля 
характеристическим многочленом ‹ 


Напомним, что эллиптичность оператора проверяется по стар- 
шей однородной части Po(o) его характеристического многочле- 
на P(o): оператор Р(:0/0х) называется эллиптическим, если 
Ро(с)==0 при оеК", с5=0. В этом параграфе будут рассматри- 
ваться эллиптические (и гипоэллиптические) операторы, полный 
характеристический многочлен которых He имеет вещественных 
корней: P(o)=40 при всех ое”. Например, если P+(id/dx) = 
=A+k?, k>0, то P#(o)=—|o|?+k?. При всех k эти операторы 
эллиптичны, причем P-(o)=40 при оеЕВ", Pt+(o) =0, когда o при- 
надлежит сфере | =k. 

Лемма 1. Если Р(19/9х) — эллиптический оператор поряд- 
ка 2m, то существуют такие R<oo u Cy, С›>0, что при |o|>R 


С в[2"< |Р (в) | < С2|в |2”. (1) 


Доказательство. Если многочлен P(o)=Po(c) однороден 
и С! (C2) — нижняя (верхняя) грань |Po(o)| при |с|=1, то из 


143 


эллиптичности Po(o) следует, что C;>0. Отсюда и из однородно- 
сти Ру следует справедливость оценки (1) для ‘многочлена Ро 
при всех ое”. Утверждение леммы вытекает из оценки (1) для 
Ро и того, что |Р(6)—Ро (в) | <С|‹|?"-! при || >1. № 

Из леммы 1, очевидно, следует 

Лемма 2. Если Р(:0/9х) — эллиптический оператор порядка 
2т и Р(6)==0 при ве", то существуют такие си, Co>0, что 


си (1 |5] 2) "< |Р (0) | <co(1+]o]?)™. (2) 


Задача. Докажите, что комплексные корни Z=o-+ir эллип- 
тического многочлена P(Z) удовлетворяют при некоторых C1, Co> 
>0 неравенству Е 

Определение. Оператор P(id/dx) называется гипоэллипти- 
ческим, если любое обобщенное решение уравнения P(id/Ox)u= 
=0, хе", является бесконечно дифференцируемой функцией. 

Этот класс уравнений хорошо изучен [116, 117]. В частности, 
принадлежность уравнения указанному классу можно проверить 
по его характеристическому многочлену, пользуясь следующим 
утверждением: оператор P(id/Ox) гипоэллиптичен. тогда и толь- 
KO тогда, когда комплексные корни Z=O-+it его характеристиче- 
<кого многочлена Р(2) удовлетворяют неравенству 


|t| >ci|o]%—ce (3) 


с некоторыми с1>>0, co>0, 0<у<1. Нам понадобится следующее 
свойство характеристических многочленов гипоэллиптических опе- 
раторов [116, 117]: существует такое 4>>0, что для любого век- 
тора р (с неотрицательными целочисленными компонентами) при 
достаточно больших |o| справедлива оценка 


д 1 ya 
ae ae) Sel 9 
oft +... + da,” 


Эллиптические операторы гипоэллиптичны и для них у=4=1. 
Оценка (5) для эллиптических операторов сформулирована вы- 
ше в виде задачи, а оценки (4) вытекают из леммы 2 (докажи- 
те). 

Теорема 1. Если Р(19/0х) — гипоэллиптический оператор u 
Р(с)==0 при се", то уравнение 


P (i) =f (5) 


имеет в пространстве $’ и притом единственное решение для лю- 
бой функции feS’. Это решение и равно F-|[P-'(o)f(o)], где 
F-! — оператор обратного преобразования Фурье. При этом ие 
eS, если |=$. 

Доказательство. Применяем к обеим частям уравнения 
преобразование Фурье и используем оценку (4), из которой сле- 
дует, что функции из пространства 5’ можно умножать на 
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P-'(o). Отсюда следует первое утверждение теоремы, а также, 
что и=Р-1(0)1 (0) ES, если f(o) ES. № 

Задача. Используя неравенство (3), докажите, что если вы- 
полнены условия теоремы 1, [=Со® и а>0 меньше расстояния 
от вещественной плоскости до комплексных нулей многочлена 
P(z), то уравнение (5) имеет решение, для которого |и|< 
<Cexp(—a|x|). Докажите, что это решение единственно в клас- 
се функций, удовлетворяющих оценке |и|<Сехр(а|х|). 

Теорема 2. Если P(id/Ox) — эллиптический оператор по- 
рядка 2m и P(c)=40 при ве", то отображение 


P(i) : Hs+2m (Re) > Hs (В") 


является изоморфизмом при любом вещественном $. 
Доказательство. Пусть Pu=f и [=Н*(Ё"). После преоб- 
разования Фурье получим Р(с)и(с)=1(0) и, значит, и(о)= 
=f(0)/P(o). Используя только определение нормы в пространст- 
вах Hs(R") и лемму 2, получаем следующую цепочку неравенств: 


паб = [УРА ору ао = | | 79 +роручанао < 


Ra Ra 


<< | [F (0) (1 + [о 40 = СЕР. 
Rn 


Так же просто доказывается оценка в другую сторону. № 

Точно так же доказывается аналогичное утверждение для ги- 
поэллиптических операторов. Пусть R(o) — произвольный много- 
член. 

Теорема 2”. Пусть Р(10/0х) — гипоэллиптический оператор, 
Р(с)==0 при ое" и |R(c)|<C|P(o)| при ве". Тогда если 
и=5’ является решением уравнения (5) и {=Н*(К"), то 


AR (i) < СИ, 


Замечание. Из теоремы 2’ и оценки (4), в частности, сле- 
дует, что при выполнении условий теоремы 2’ |lul|;<Cllflls. 

Спектр оператора. Пусть А:Н-—Н — линейный оператор в 
гильбертовом пространстве Н. Говорят, что точка A&C принад- 
лежит спектру оператора A, если оператор A—AE пе имеет orpa- 
ниченного обратного (здесь и ниже Е — единичный оператор). 
В противном случае говорят, что A принадлежит резольвентному 
множеству. Число AGC называется собственным значением, если 
уравнение Au=)u имеет хотя бы одно нетривиальное решение 
UGH, эти решения называются собственными векторами, отве- 
чающими данному собственному значению. Очевидно, собствен- 
ные значения принадлежат спектру, при этом спектр, вообще гз- 
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воря, состоит не только из собственных значений. Множество 
элементов UGH, для которых существует такое п=п (и) «со, что 
(A—AE)"u=0, образует линейное ‘пространство, которое мы 060- 
значим через Н,. В частности, собственные векторы с собствен- 
ным значением A принадлежат пространству H,. Размерность 
пространства H, называется алгебраической кратностью собст- 
венного значения \,. 

Спектр оператора во многих вопросах приходится делить на 
две непересекающиеся части: дискретный и непрерывный. Дис- 
‘крэтная часть спектра состоит из изолированных точек спектра, 
являющихся собственными значениями конечной алгебраической 
кратности. Остальные точки спектра образуют непрерывную часть 
«спектра. Говорят, что спектр оператора непрерывен (дискретен), 
если он не содержит дискретной (непрерывной) компоненты. 

С дифференциальным выражением Р(10/0х) связзн. сператор: 


9 _\. "2 
P(i-S—) : a(R") +L, (R), (6) 
‘определенный на тех функциях иеГ›(К”"), для которых Pue 
=/2(К"). 

Теорема 3. Если P(id/Ox) — гипоэллиптический дифферен- 
„циальный оператор, то спектр оператора (6) непрерывен и состо- 
-UT из множества значений характеристического многочлена Р(о), 
СЕК”. 

Доказательство. Пусть и — собственная функция опе- 
‚ратора (6) с собственным значением A, т. е. weLle(R") ‘и 
-P (i0/0x) и—Ли=0. После’ преобразования Фурье получим 
[P(o)—A]u(o) =0, где и(с) =[»(К"). Значит, #(0) =0 вне множе- 
‚ства {0:0еК", P(o)—A=0}. Поскольку это множество имеет в 
-R" меру нуль, то и(в) =0 как элемент [2(Ю"), т. е. оператор (6) 
дискретного спектра не имеет. ` 

Если ^ не принадлежит множеству значений характеристиче- 
ского многочлена, т. е. Р(о) —^=20 при всех ое", то из теоре- 
мы | и замечания к теореме 2” следует ограниченность опера- 
тора 

[2 (1-5) —*] "SL, (RY) > Ly (Е), 
Ox 

т. е. A не принадлежит спектру оператора. Пуств теперь сущест- 
вует такое в=0°, чтс Р(0°)=^. Для доказательства теоремы 
остается показать, что в этом случае A принадлежит спектру, 
т. е. имеется последовательность функций и, ЕЕ» (Ю") такая, что 
llujll=c0 и || (РЕ) и |-—0 при joo. В качестве таких функ- 
ций можно взять 
—i(0°,x) 

, 


и = "уе 
тде ф — произвольная функция из C%)(R"*), равная единице в 
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некоторой окрестности точки х=0. Действительно, 
Nast ey = a i*1 9 (x/P dx = i" 1p (дах =с. 


С другой стороны, поскольку 
[Ре ) 9 = р — ae) =0, 


то из леммы 1 гл. IV следует, что 


оне Речи 


121 


a! 
1621 


Вычисляя нормы каждого слагаемого в правой части так же, как 
выше это делалось для функции и;, получаем, что OHH равны` 
Ca Г? и, значит, || (P—A) ujl|<cj-'/?. № 

Пример. Спектр оператора —А в L2(R") непрерывен и соз- 
падает с вещественной неотрицательной полуосью. 

Матрица P(id/dx) из дифференциальных операторов назы- 
вается эллиптической (гипоэллиптической), если таковым явля- 
ется оператор det P(id/0x). 

Задачи. 1. Докажите, что утверждения теорем 1, 2, 2” оста- 
ются справедливыми в случае систем уравнений, если условие- 
` Р(0)5=0 заменить на detP(o)#0, 2 1В{5\!<С]Р(о)| на. 
В (в) Р-! (в) |< С. 

2. Исследуйте справедливость теоремы 3 в случае матричного. 
оператора Р. 


_ у Lys lai [a 9 (= ) |= ый 


$ 2. Уравнения и системы типа уравнения 
Гельмгольца. Условия излучения 


Мы начнем с того, что напомним некоторые факты об урав-- 
нении Гельмгольца 


(4+2?) и=[Р=С®, xeR>. (7) 


Эти факты будут приведены без доказательств, потому что,. 
во-первых, они хорошо ‘известны [106], а во-вторых, вытекают из 
результатов, которые будут получены ‘ниже для более общих 
уравнений. 

Характеристический многочлен для оператора (7) равен 
—|с|?-+ 2. При Ё>0 он обращается в нуль на сфере |с| =, и, 
значит, результаты предыдущего параграфа к уравнению (7) не 
применимы. Легко находятся (например, если искать их в виде 
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<ферически симметричных функций) следующие два фундамен- 
тальных решения уравнения (7): 


и ег 
64 =— ‚ (А+ 6, =8(x). 


4лг 


Функции и. =6++|, где * — знак свертки, будут решениями 
уравнения (7) и имеют порядок О (г-!) при г-+со. При любой 
Е (с) =С®(Ез) функция : 

u= | g(o) eX) dS 


loi=k 


является решением однородного уравнения (7) (проверяется под- 
<тановкой в `уравнение) и ведет себя ‘как О(г-!) при roo (про- 
веряется с помощью теоремы 9 гл. I). Значит, требование убы- 
вания решения на бесконечности как r~! недостаточно для выде» 
‚ления единственного решения уравнения (7). С другой стороны, 
в классе функций, ведущих себя как о(г-!) при roo, уравне- 
ние (7), вообще говоря, неразрешимо. Таким образам, условия 
на бесконечности, выделяющие единственное решение уравнения 
(7), должны быть более «тонкими», чем задание порядка убыва- 
ния функции при г-+со. Такими условиями являются условия из- 
‚лучения Зоммерфельда: 


и=0(-1), 5 — пи = (7), r—oo, (8) 
или 
и=0-), 9% + itu = 0), го. (9) 


Уравнение (7) однозначно разрешимо в классе функций, удов- 
‚летворяющих условиям (8), и в классе функций, удовлетворяю- 
щих условиям (9). Условия (8) выделяют решение и=и, усло- 
вия (9) — решение и=и-. 

Решения и» уравнения (7) наиболее интересны с физической 
точки зрения. Рассмотрим задачу Коши 


04 — Av = — (x) eF*t, ооо шо = 0, (10) 


где f — та же, что и в уравнении (7), причем {=0 при |x| ><a. 
Задача (10) однозначно разрешима. Доказывается, что при лю- 
бом R, |х| <В и t>2(R+a) решение задачи (10) выходит на 
периодический режим: и = и (х) е=№, где и=бъ * f. Таким 
образом, функции uy описывают амплитуду установившихся KO- 
лебаний, вызванных периодической силой Ё=—}{(х)ехр (ЕЁ. 
Способ однозначного выделения решений уравнения (7) в виде 
us = lim e*#t v(t, x), 
t>+o 

где о — решение задачи (10), называется принципом предельной 
‚амплитуды. 
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Пусть теперь &=№-НЫ:, где №>>0, #520. Тогда к уравнению 
(7) применимы теоремы 1, 2. Обозначим через и, решение этого 
уравнения, принадлежащее, например, пространству [2(К"). В си- 
лу указанных теорем такое решение существует и единственно. 
Оказывается, и.-и. равномерно на каждом компакте при e> 
—=0, где и. — удовлетворяющие условиям излучения решения 
уравнения (7) с Ё=№. В этом состоит принцип предельного по- 
глощения, позволяющий получать решение уравнения (7) пре- 
дельным переходом из Ue. 

В этом ‘параграфе будут рассматриваться гипоэллиптические 
уравнения 


P(is-)a=h, хе R’, (11) 
дх 
в которых оператор Р удовлетворяет следующим двум условиям. 

1. УР(0)520 в вещественных нулях Р(д). 

2. Множество вещественных нулей многочлена P(o) состоит 
из нескольких бесконечно дифференцируемых связных поверхно- 
стей Sj, 1<]<х, размерности п—1. 

Из оценки (3) (или (4)) следует, что эти` поверхности ком- 
пактны, а из условия | следует, что они не ‘имеют края и общих 
точек. . 

Лемма 3. Лри выполненном условии 1 условие 2 эквива- 
лентно следующему условию 

2’. Многочлен Р(в) представим в виде 


Р(с) =Т(с)Р! (о), (12) 


где T(o) — гипоэллиптический многочлен с вещественными ко- 
эффициентами и УТ(в)==0 в вещественных нулях Т(в), а Р!(в)— 
гипоэллиптический многочлен, не имеющий вещественных нулей. 

Доказательство. Поскольку гипоэллиптичность многочле- 
на эквивалентна оценке (3) для его комплексных корней, то мно- 
гочлен P(o), представимый в виде произведения (12), будет ги- 
поэллиптичен. тогда и только тогда, когда гипоэллиптичен каж- 
дый из сомножителей Т и P;. Пусть выполнены условия 1, 2 и 
R(o) — неприводимый сомножитель многочлена P(c), имеющий 
вещественные нули. Если К (0) =2аК! (5), где a=const, а Ri(o) — 
многочлен с вещественными коэффициентами, то система 
т А (6) =Ве А (с) =0 определяет в В" множество, размерность 
которого меньше л—1. Отсюда следует условие 2’. Наоборот, ус- 
ловие 2 вытекает из 1, 2’ и теоремы о неявной функции. № ` 

Кроме условий 1, 2 в этой и последующих главах иногда бу- 
дет требоваться выполнение одного из следующих двух условий 
(или обоих сразу). 

3. Полная кривизна (произведение главных кривизн) поверх- 
ностей $; ни в одной точке не равна нулю. 

4. Поверхности $), 1<]<х, строго звездны относительно точ- 
Ки o=0, т. е. радиус-вектор, проведенный в любую точку поверх- 
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ности Sj, составляет < вектором внешней нормали к $; острый 
угол. 

Пусть p= (1, .., Bx) — вектор, компоненты py которого равны 
единице или минус единице. Буквами v. р. будем обозначать 
интегралы в смысле главного значения. В частности, 


"УВ. ery bo) do = Rov { 5). do. 
бе PO) 


Через E,(o) обозначим следующую обобщенную функцию из про- 
странства S’: 


х 
(Eup) =v.p. [20 do + мУь[ 9, yes. us 
Re ый Р: (с) [УТ (с) 


Теорема 4. Пусть оператор Р(19/дх) гипоэллиптичен и вы- 
полнены условия 1, 2. Тогда функция 6„(х)е=5’, равная F-'E,(o), 
Является фундаментальным решением оператора Р(9/дх). 

Доказательство. 


(2(: =) 8» 9) = я)" (P (0) Ex, — n)"(Ex, P(0)@) = 


= 2m) (06-6, 9. м 
Ra 


Найдем асимптотику при roo построенных в теореме 4 фун- 
даментальных решений (этих решений столько, сколько различ- 
ных векторов м, т. е. 2 штук). Зададим на поверхностях S} 
ориентацию, выбрав в качестве вектора нормали v= 
= УТ (с) /|УТ (с) |, где у=-1 — компоненты зафиксирован- 
ного выше вектора р. Пусть сначала выполнены условия 1—3. 
Тогда поверхности 5; выпуклы, и для любого «=х/г на каждой 
поверхности $; есть ровно одна точка G=o!(o), 1<]<х, в кото- 
рой указанный вектор нормали у параллелен вектору ® и на- 
правлен в ту же сторону, и ровно одна точка ©=0*+/ (о), 1<]<х, 
в которой эти векторы имеют противоположные направления.. 
Через и: (0), 1<5<2х, обозначим величину проекции (со знаком) 
вектора 0°(@) на вектор в: 


из (©) = < 0$ (6), o>. (14) 


Обозначим через ks(m) полную кривизну поверхности P(o) = 
=0 (ориентированной указанным выше вектором нормали у) в 
точке 0°(®), и пусть 6,==-1 в зависимости от того, совпадают 
ли направления векторов у и внешней нормали к S; или проти- 
воположны. Через © обозначим единичную Chepy в К”. 

Теорема 5. Пусть гипоэллиптический ры Р(:9/0х) 
удовлетворяет условиям 1—3. Тогда его фундаментальные решв- 
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ния, построенные в теореме 4, имеют при г—со следующее рав- 
номерное по wEQ асимптотическое разложение: 


х зо l—n 
вые YF ajar? , (15) 
j=! 1=0 
где але С® (9), 
ja 10 (Пл 
а = —i(2n) ? oa TEMG (16) 
ViRFON [io 


и разложение (15) допускает почленное дифференцирование no 
х любое число раз. 
Докажем сначала два вспомогательных утверждения. 
Лемма 4. Для любой гладкой функции f(t) 
|v. р. | tf &| < 26 sup |f’ (91. 
ics < 


Доказательство. Требуемая оценка вытекает из соотно- 
шения 


ур. | t'7@dt= J tf) —FONdt= | f(A) de, 
[<6 Ith<6 1th<6 

tae 0=60(1), |O|<1. № 

В следующей лемме Q — не обязательно сфера в А”, a любое 
компактное бесконечно-дифференцируемое т-мерное многооб- 
разие, точки которого обозначаются через w 

Лемма 5. Пусть g(a, 8, f(o, t)=C*(QXR)), Img=0, f=0 
npu Elie? send npu [e| <6. Тогда 


“Vu. j t F(a, 9 eo. dt = anif (©, 0) 0% + Е (в, A), 


где a=signg’t(@, 0), и для любых |, N<oo и любого. дифферен- 
циального оператора P(w, 9/06) на Q с ограниченными коэффи- 
циентами существует такая константа С(М, |, Р) <оо, что" при 
A>1 


|2 (©. g =) 2 F, |< см, j, PAR’. (17) 
Доказательство. Так как g’:40, TO в интересующем нас 


интеграле О можно сделать замену ф(®, #) —ф(о, 0) =т, после че- 
го он станет равен 


Q = ве 9 ©, 0% |. р. Г т! & (о, te™ dt| ‚ ЕС», g(o, 0) =f (о, 0). 


Далее, пусть h=h(t)EC%, h(t) =1 при |«| < 6/2. Очевидно, функ- 
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ция 
{ tT [g (0, 1) — 5 (®, 0)] A(t) ef de 


и любые ее производные убывают при Aco быстрее АМ при лю- 
бом М. Значит, 


9 =af (a, 0) ее, ч. р. Г tT! h(t) elt at] +Fy, 


где для F,; имеет место оценка (17). Остается доказать, что функ- 
ЦИЯ 
= lim the dt — ni 
aoe > 


обладает оценкой (17). Подставим в последнюю формулу вместо 
ai выражение 


ni = — lim { z— ei dz, 
г---0 i 
te 


где [, — полуокружность |z|=e, Imz>0 в комплексной плоско- 
сти z=t-+it с направлением по насовой стрелке на ней. Полу- 
чим, что 

Е, = 88 ez dz, 


где контур / состоит из полуокружности [4/2 и лучей | >6/2, t= 
=0, а функция #(2) продолжена в область |z|<6/2 единицей. 
Интегрируя по частям, получаем для Fe оценку (17). 
Доказательство теоремы 5. Очевидно, если гипоэл- 
ее оператор Р{{9/0х} удовлетворяет и 1—3 (или 
то при достаточно малом 5>0 |{<5 оператор 
[дед 1(i0/Ox) также аа этим условиям. 
При этом если $5,8), 1<]<х, — связные поверхности, на KOTO- 
рых T(o) = ЕЕ а ©! (®, t) (0“Н(о, t)) — тозки на $;{2), в которых 
вектор р;/УТ(0) параллелен w и совпадает с ним по направлению 
(противоположно направлен), то точки oS (a, t), 1<s<2x, гладко 
зависят от своих аргументов. Пусть ps(@,  =<0° (о, ®>. 
Обозначим через U; окрестность поверхности $;, заметаемую 
поверхностями 5, (#), {= (—6, 6). Уменьшив (если нужно) 6, мож- 
но добиться того, чтобы области И; попарно не пересекались. 
Пусть #, (0) =С®о(В"), #; (0) =0 при ое=И,, #,(0)=1 при тех 
‚с=И,, для которых |Т (с) | < 5/2. Тогда | 


х 
ви (x) = (2л)-" У № р. | ие eK) dg —nip; 
j=l и, 
+ F (1 — У№,) Ем, 
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г ((°’*) dS 
ы P,(9)|VT()| | 


где Р-! — оператор обратного преобразования Фурье. Интегра- 
лы по И; запишем в виде повторных, интегрируя сначала по по- 
верхности $;(#), а затем по ¢. Очевидно; do=dSdl, где dl — эле- 
мент длины нормали к S;(t). Так как сдвигу по нормали к S; на 
di отвечает изменение T(o) на величину dT=|VT|dl, то dro 
=|VT|-'dSdt. Таким образом, если 


Q; (В ©, r) = — ip; (20)! hj (oye 
50 Ра (в) [УТ (в) | 


—i(9, <) 


4$, 


то 


х 5 

8 (х) = УЕ. р. { Е! @; (t, 0, г) dt + ; (0, ©, n| + 
j=l 5 

+F [(1 — Ул) Ey). (18) 


Асимптотика функций Ф; при гс получена в гл. I (теоре- 
ма 9 гл. I и замечание 2 к ней): 


N l—n i 
Oj = gree ¥ а, re “400? =) 
1=0 
: м РИ, ЕЕ 
$ И det (o,f) r ? +O(r? )], (19) 


1=0 


где М — любое, функции as, (o, #) бесконечно дифференцируемо 
зависят от @ и ft, и остаточные члены вместе со всеми своими про- 
изводными по @, Ги { убывают равномерно по w H Ё при seo. 
При этом 


1— 


ajo (в, 6) = —ipj (2л) * | R; (6) 


woul. 
2 


IP; (0! («у T (oF (@)) [J-1e 5" , 
20 


Tae yj=—6;(n—1) — разность между числом положительных и 
отрицательных главных кривизн поверхности $) в точке o/(w). 
Очевидно, формулы (20) и (16) совпадают. 

Подставим разложения (19) в правую часть формулы {18} и 
применим к интегралам от каждого члена указанного разложе- 
ния лемму 5, а к интегралам, содержащим остаточные члены раз- 
ложения, — лемму 4. Получим, что при г-= оо 


2% а, N aes ПТ 
8, =\, 4, е Чао, [У 4, 0), 2, +06 2 )+ 


s=1 1=0 
+ F [(1 — У) End, (21) 


Tae d, => 1+ орал (0, 9 и ет при S<x, пи при 
$>». 
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Поскольку в формуле (21) М — любое, и равенство (21) мож- 
но печленно дифференцировать по x любое число раз, то из (21) 
будет следовать утверждение теоремы 5, если мы покажем, что 
d,=1 при s<z, d;=0 при s>x и последнее слагаемое u(x) в 
правой части формулы (21), а также все его производные убы- 
вают при roo быстрее г-М при любом М. 

Так как Т(0°(®, #\)==&, то, продифференцировав это тождест- 
во по ¢, получим 


<УТ(о*(о, 1), д0°(®, 910> =. (22) 


Первый сомножитель в этом скалярном произведении пропорцио- 
нален @. Точнее, из определения точек с°(, #) следует, что 


и: УТ (0* (в, 0) = с: (Ве, 


где с: (#) >0 при s<x и cs(t)<0 при s>x. Подставляя это ра- 
венство в (22), получаем, что 


(д0° (в, 0108, ©) = и» (с, (91-1. 


Так как левая часть последнего соотношения равна ди; (в, #) /Ot, 
то отсюда следует нужное соотношение для ds. 
Наконец, заметим, что при любом А 


FH {(Ao)* (1 — УВ) Ещ} = (— |< P)*0 (х), (23) 


где A, — оператор Лапласа по переменным o. Из (4) получаем, 
что функция, стоящая в фигурных скобках, ‘при достаточно боль- 
ших k суммируема. Значит, ее обратное преобразование Фурье 
ограничено. Поскольку А можно взять как угодно большим, из 
(23) следует, что v(x) убывает на бесконечности быстрее г-м 
при любом М. Также оцениваются и производные от 9. № 

Пусть, как и раньше, гипоэллиптический оператор P(id/dxy 
удовлетворяет условиям 1—3, а и= (щ, ... Hx) — вектор с компо- 
нентами py=+1, определяющий выбор фундаментального реше- 
ния 6,(х) (формула (13)) и задающий ориентацию поверхностей 
$; с помощью вектора нормали р/УТ (с). Через р;(®) обознача- : 
ются функции, определенные в формуле (14), через Q — единич- .. 
ная сфера в А”. Обозначим через W* пространство обобщенных 
функций, представимых в виде суммы х слагаемых 


x 
ч =} и, (24 ` 


для которых в окрестности бесконечности имеют место оценки 


1— —1— 4 
lu < er? , ae tipj(o)u(o|<Cr > - (25) 
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Обозначим через Фн[и] интеграл 


i В 2 
Фа [и] = a dx. (26) 


Через We обозначим пространство функций, представимых в BH- 
де (24) так, что при В-— со 


Фа Ш < С, Or [4 + inj () и] =0(1). (27) 


Очевидно, Мис в. Принадлежность функции и к пространству 
W» или We означает, что она представима в виде суммы х сфе- 
рических волн, каждая из которых распространяется co своей ча- 
стотой pj(@), зависящей от направления w=x/r. Из теоремы 5 
следует, что функция 6,(x), а также любые ее производные при- 
надлежат пространству и: 

Теорема 6. Пусть Р(10/0х) — гипоэллиптический оператор, 
удовлетворяющий условиям 1—3, и f(x) — произвольная (может 
быть, обобщенная) функция с компактным носителем. Тогда 
уравнение (11) имеет и притом единственкое решение в любом 


из пространств №» и We. Это решение ие ис в равно = 
Uy (х) = 6»(х) *f (x) (28) 


и имеет при roo следующее равномерное NO w асимптотическое 
разложение 


1— 


x © ,. 
uy (2) ~ PS У сиг |, (29) 


где снеС®(8), причем разложение (29) допускает почленное 
дифференцирование по x любое число раз. 

В следующем параграфе будут получены априорные оценки 
для решений u,, а также будут рассмотрены уравнения, носитель 
правой части которых не компактен. Прежде чем приступать к 
доказательству теоремы 6, докажем следующую лемму. 

Лемма 6. Пусть Е=Е(х) — непрерывно-дифференцируемая 
функция в В" с компактным носителем и v(x) =Uu(x) *Е(х). Тог- 
da если |и(х) | <Сг-“ при г-+оо, то такую же оценку имеет U(x). 

° Если функция u(x) обладает оценками (25) или (27), то такие 
же оценки справедливы для U(x). 

Доказательство. Первое утверждение леммы совершенно 
очевидно. Далее, пусть функция и обладает оценками (25). Тог- 
да из первого утверждения леммы 6 следует, что при г- оо 


—1—п 


1— 
jol<cr? , (+ inj(o)u) *& <? . (30) 
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Ho 


(us (@) и) # 5 = py (0) 0 + [ [us (©) — Hs Фи (x — ж) & (0) do, 
D 


(31) 


где ® — угловые координаты точки х—х, Д=зиррЁ. Так как 
множество D ограничено, то |pj(@)—pj(@)|<Cr-! при г-—0о. 
Отсюда и из первой оценки (30) следует, что второе слагаемое в 
правой части формулы (31) имеет порядок O(r-!-/?) при r> 
— со, т. е. 


—i—n 


(uj (©) u)*E=pj(o)V+O(r 7 ), гос. (32) 


, 
Совершенно аналогично, представляя ди/дг ‘в виде Хо»ди/дхь, 
можно получить, что 

—l—n 


du, = 
ares >: +0 (г ), г оо. 


Это вместе с (32) и второй из оценок (30) доказывает справед- 
ливость для и второй из оценок (25). Аналогично доказывается, 
что функция v обладает оценками (27), если они справедливы 
для функции и. № 
Напомним, что если р= (ри, .., Pn) — вектор с целочисленны- 
ми неотрицательными коэффициентами, то через ОР обозначает- 
ся оператор 
К alp\ 
D? = (i)'*\—*____., |p| = 3p,. (33) 


Oxf! +... + Ox, 


Доказательство теоремы 6. Существование. 
Так как f — обобщенная функция с компактным носителем, TO 
она имеет конечный порядок [51], т. е. существует такое т< оо 
и такие непрерывно-дифференцируемые функции f(x), р= (ри, ..- 
Pn), с компактным носителем, что f(x) = У D°f,(x). Значит, 

рут 
функция и», определенная формулой (28) и являющаяся решени- 
ем уравнения (11), равна } 


„= У 026» (x)*f, (2). (34) 


Ipi<m 


Так как D’ 6, №", то из леммы 6 следует, что yy © WCW. 
С помощью первого утверждения леммы 6 и пслученного в тео- 
реме 5 асимптотического разложения для D?6, легко проверяет- 
ся, что для функции (34) справедливо разложение (29). 
Единственность. Так как < №", то достаточно до- 
казать единственкость решения уравнения (11) в пространстве 
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м Пусть u(x)e@We — решение однородного уравнения (11), 

6 (х) — какое-нибудь фундаментальное решение уравнения 
Р* (10/05) 6 (x) = 6(х), где Р* — оператор, формально сопряжен- 
ный к P. Пусть 9, — сфера, В, — шар в В" радиуса г с центром 
в начале координат и Q;=Q. Интегрируя по частям, получаем 
следующее равенство, которому нетрудно придать строгий смысл: 


Ре) ею = 


т 


= fur (i - )@—x) dx + (ми, 55—49, (35) 
5, 2, 
rae M[u, v] — некоторая (определяемая неоднозначно) билиней- 


ная форма относительно u(x), U(x) и их производных до поряд- 
ка т_—1, где т — порядок оператора Р. Точнее, 


М (и, o] = У Ба (6) [D? u(x)] [Бо (х), ие С° (9). (36) 
Wal-+laigm—1 
Так как Р* (10/0х) =Р (10/0х), то для любого фундаментально- 
го решения &(x) оператора P(id/Ox) функция 6 (—х) будет фун- 
даментальным решзаием опегетсре 2*(;2/95). Тэхим образом, 
из (35) при || <г получаем 
u(x») = — (Mu), би (% —x)] dQ,. 


2, 


Обозначим через E=E(r) какую-нибудь бесконечно дифферен- 
цируемую неотрицательную функцию, равную нулю при г<1 и 
r>2 и такую. что E(r) ==0 и &(г) <1. Умножим последнее равен- 
ство на S(r/R), проинтегрируем по гот К до 2К и результат по- 


делим на | Е(г/Ю) dr = RI E(w ar: 
R i* 


с ТЫ for 
ит | Е) MUO), bu (% — 
R<r<2R 
Отсюда и из (36) будет следовать теорема единственности, 


если мы покажем, что для произвольных р, 4 и функции f (we) = 
eC=(Q) 


ee | : 
jim | (+) f(@) D’u(x) D'8y(%p—x) dx =0. (37 
R<r<2R 
Пусть Е Со (R"), в =1в некоторой окрестности начала коор- 
динат, 6 — какое-нибудь фундаментальное решение оператора 
Р(:0/0х). Так ках в силу гипоэллиптичности оператора Р функ- 
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ция 6 бесконечно дифференцируема вне начала координат [120}, 
то (1—2) 6е=С®(Е") и, значит, h=P(id/dx) [ (1—8) 6] =C~o(R"). 
Покажем, что для решений однородного уравнения (11) споавед- 
ливо представление и=и*й (см. [120]). Так как функция 06 име- ` 
ет компактный носитель, то Р(10/0х) (#6 )*и=вб=Р (10/0х)и=0. 
Значит, и=и* P(id/dx) 6 =и*й. Следовательно, ОРи=и*ОРй, и из 
леммы 6 следует, что 


. м 
РРик М, т. е. ОРи = у фи (x), где при Roo 
т=1 


Фан] < С, ®e| : 


+, (0), | =0(). 8) 


Из теоремы 5 вытекает, что 046 „(х—хо) Е И, т. е. 


216. (®—х) = У. Oe (*), где при г оо 


k=1 


pa д%ь(х) 9. 
m@i< СЯ, |2%® sa (в) |< С’ *° (9) 


Обозначкм через Е множество точек «Е, для которых най- 
„дутся такие & и т, что и» (—©) =— рт (0). Из определения функ- 
ий pj(@) следует, что множество Е имеет ("и—1)-мерную меру 
нуль. Пусть V.cQ — открытое на Q множество, содержащее E, 
мера которого (поверхностная) равна г. Пусть D,=QNYV,, 
Ув. ={х:ое У, R<r<2R}, D?,={x:wED,, R<r<2R}. 

Используя только первые из оценок (38), (39) и ограничен- 
ность функций |, &, получаем . 


|+: [ЕС re) Dee Desa а < 


vR 
e 


<= [При реза < 


ve 
a. ie 
Cc р 7 
<-= | {р ша | 7 Гы — Эх | и < 
ve ve 
1 2k, : 
< Е Фар” uly? | (п | * <cVe. (40) 
R ‘ 
owe 


Теперь равенство (37) и, значит, тесрема 6 будут доказаны, 
<сли мы покажем, что для любых двух функций Oe и фи, обла- 
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дающих оценками (38), (39), любой ыы и при любом: 
фиксированном =>>0 справедливо ‘равенство 


jim } 8 (=) 1) % (2) Ym (2) dx =O. (4lp 
De 
Так как 
[в (—0) и» (о) |>С() >0 при w&D,, (42) 


то из оценок (38), (39) следует, что при Roo 


сы ттт ВЫ 


26) (x) 
He хах| < 
Ты) № в < 


— tts — +t 
о А 
РА R<2R 
1 1 
< 40 [ \ =] ы | | In) Fax ? =0(1). 
R<r<2R R<r<2R 
Аналогично, при Roo 
oh CE poe ahs 2 = ON, 
|= §e( x) Fore | о м | 
De 


+ tain dx =0(1). 
He (— 0) + Bm (©) 


Из последних двух оценок, учитывая, что &(1) =Ё(2) =0, получа- 
ем при Roo 


= ге ) F (0) 42) Yn (2) dx = 


ee ip He(—©) Pe (х) d 
R (я R ) Feo) oie МЕТ 
De 


Е и. Bim (©) фи (x) dx 
R BCE) iO Barmy Oe 


28. BUIR)F(o) 9 dx +0 (1 = 
R | м-н в PP m 


=i fe [вн 


Fo) 43 
вехи Фь (х) Фи (x) dx +о(1. (48) 


Так как |€’(r)|<C, то|- 8 (+) |< =. Отсюда следует, 


что при R<r<2R и К < 
(oj 


(5) <->. № 


Га —п 
or 


С помощью 442), (44) можно показать, что ‘первое слагаемое 
в правой части равенства (43) имеет порядок О(К-!) при R-oo. 
„Делается это так же, как была получена оценка (40). Это дока- 
зывает справедливость равенства (41). № 

Пусть теперь гипоэллиптический оператор P(id/Ox) удовлет- 
воряет только условиям | и 2. 

Назовем точку ® единичной сферы © особой, если существу- 
ет такое j и такая точка се5$,, в которой вектор нормали к $; 
параллелен « и полная кривизна поверхности $; равна нулю. 
В противном случае точку w назовем неособой. Очевидно, множе- 
ство Ус особых точек замкнуто и имеет (п—1)-мерную меру 
нуль. Связные компоненты множества ®`\ Уз назовем неособыми 
областями. Для любой неособой областя У и точки «У на по- 
верхности S=US; существует конечное число точек 0°=0°(0), 
i<s<zy, в которых вектор нормали в/УТ (6), задающий ориен- 
тацию поверхности Sj, параллелен вектору @ и совпадает с ним 
по направлению, и конечное число точек 0°=0°(®) ху<5< ху, в 
которых векторы pjVT(o) и ® противоположно направлены, при- 
Чем ху, ху не зависят от wEV, а точки ю*(0), 1<5<ху, беско- 
нечно дифференцируемо зависят от w (при правильной нумера- 
ции). Как и ‘раньше, пусть р; (©) = < 0°(0), o>, Ys — разность 
между числом положительных и отрицательных главных кри- 
визн, А; (0) — полная кривизна ‘поверхности $ в точке о (‹). 

Нетрудно проследить за рассуждениями, которые привели к 
доказательству теоремы 5, и убедиться в том, что они без ка- 
ких-либо изменений переносятся на тот случай, когда оператор 
Р(10/0х) не удовлетворяет условию 3, но «ЕТУ. Таким образом, 
справедлива 

Теорема 5’. Пусть гипоэллиптический оператор P(id/dx) 
удовлетворяет условиям 1 u 2,a У — неособая область. Тогда его 
фундаментальные решения, построенные в теореме 4, имеют при 
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@eV и roo следующие асимптотические разложения: 


ху | o l—n = 
= у аи а, ()г 2 , (45) 
s=1 1=0 
где a,,eC~(V) и 
1—в oils п 
а,0(6) = —1(2л) ? OP 
Viks(@)| Ov (6° (@)) 


Разложение (45) допускает почленное дифференцирование no x 

любое чиёло раз, причем разложение для 6, и его производных 

равномерны по в, когда ® принадлежит любому компакту в У. 

В случае, когда гипоэллиптический оператор P(id/dx) удов- 

летворяет только условиям | и 2, обозначим через №» простран- 

ство обобщенных функций u(x) таких, что Mp[u]<C при Ю-— со, 

и для любой неособой области У функция и представима в виде 
ху 

суммы и(х) = У и. (х) так, что для любого компакта KCV при 
5=1 |. 

r>o, «ЕКии 1<$<ху справедливы оценки 


1 lin 


ксю, |S" + пьвди, [< СЮ’ => (46) 


Пространство W# определяется точно так же, только оценки (46) 
заменяются на следующие: 


Феи, < С, Oe = + ip, ©) и, =0(1), Roo. — (46’) 


Теорема 6’. Пусть гипоэллиптический оператор удовлетво- 
ряет условиям 1 и 2, а функция | (может быть, обобщенная) 
имеет компактный носитель. Тогда уравнение (11) имеет и при- 


~~ 
том единственное решение в любом из пространств W*c №№. 
Эти решения равны и, =6,*[ и имеют при ®ЕЕУ и г-оо, где 
У — неособая область, асимптотические разложения, аналогич- 
ные разложению (45) для фундаментальных решений (только с 
другими коэффициентами). 

Доказательство. В работе [51] доказано, что фундамен- 
тальные решения, построенные в теореме 4, имеют при R->co 
оценку Mp[u]<C. После установления этого факта существова- 
ние решения уравнения (11) в условиях теоремы 6’ доказывается 
так же, как в теореме 6. Для получения утверждения о единст- 
венности решения нужно повторить рассуждения, проведенные при 
доказательстве теоремы 6, отнеся к множеству Е также множе- 
ство У, с@ особых точек. Далее, нужно представить множество 
р. в виде объединения неособых областей Ум и при оценке ин- 
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теграла (37) по ОЕ, записать этот интеграл в виде суммы инте- 
гралов по V¥m={x:oEVm, R<r<2R} и исследовать каждый из 
них в отдельности точно так же, ‘как раньше исследовалась вся 
сумма. № 

Правые части с некомпактным носителем. Напомним, что че- 
рез Hs=Hs(R"), обозначаются пространства С. Л. Соболева, а 
через F-! — оператор обратного преобразования Фурье (см. 
гл. VI). Обозначим через On константу «а „= [ (п+1)/2]--2 при 
1523, an=5 при п=3, где [a] — наибольшее целое число, не пре-. 
восходящее а. 

Теорема 7. Пусть Р(19/0х) — гипоэллиптический оператор, 
удовлетворяющий условиям 1 и 2, а правая часть в уравнении 
(11) обладает следующими свойствами: 


f+ 12) | f() 4х < 00 (47) 
вп 
и feH'(R"), если оператор Р не эллиптичен, или |еН!-?"(К"), 
если оператор P эллиптичен. Тогда уравнение (11) имеет и при- 
том единственное решение в пространстве №". Это решение и» 


равно 
=F-'[E,(0)7(o)], 


где E,(o) дается формулой (13). 

Доказательство. Из (47) следует, что функция f(o) (и 
ее производные до порядка Gn включительно) ‘непрерывна. Зна- 
чит, произведение E,feS’ имвет смысл. Очевидно, функция и, бу- 
дет решением уравнения (11) (см. доказательство теоремы 4). 
Поскольку утверждение о единственности решения содержится в 
теореме 5’, остается только показать, что и, Е we. 

Асимптотическое поведение функции и, при г оо ‘исследуется 
точно так же, как и фундаментального решения 6,. Пусть снача- 
ла оператор Р удовлетворяет условиям 1—3. Тогда для и, будет 
иметь место аналог формулы (18): 


6 
1 Е 
“-зУ|- Е У. р. { пой + ФИ] + 2, 
1” — 
где 
v=F" (1—5) Ey fl, 


hy (0) F (0) eo t<0,x> 


РТТ 2 


Q; (t, ®, г) = —ip; (2x)! { 

SHO 
Если 1(0)е=С®, то асимптотика функций Ф; при r->oo дается 
теоремой 9 гл. [ и замечанием 2 к ней ‘и имеет TOT же вид, что 
и в случае 1 (0) =1, т. е. соответствующее разложение дается фор- 
мулой (19), в которой коэффициенты зависят от f. Бесконечная 
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дифференцируемость функции f была необходима для получения 
с помощью метода стационарной фазы полного асимптотическогс 
разложения исследуемых интегралов. Однако метод стационарной 
фазы можно использовать и при изучении интегралов от быстро 
осциллирующих функций, имеющих конечную гладкость. При 
этом, если фаза подынтегрального выражения (в (п—1)-мерном 
интеграле) бесконечно дифференцируема и точки стационарной 
фазы невырождены, а предэкспонента принадлежит С" —!, то 
метод стационарной фазы ‘позволяет написать главный член 
асимптотики ‘интеграла. Так как } (0) © С*", то это дает нам глаз- 
ный член асимптотики функции Ф; и ее производной по #. Та- 
ким образом, 
ЗЕ . 
O =r 2 eH a; (a, дб, (0, Ь 1) + 


l—n ы 


+7? еб (и (в, 1) + вы (©, 1,7), 1<1<, (48) 


rae as=C!(QXR') и существует такая функция В(г), что B(r)> 
—0 при r>co и |65,|+|6,| <В(7), O<S< 2%. Поскольку про- 
изводные по х можно вносить под знак интеграла, определяюще- ` 
го функцию Ф,, то асимптотическое разложение (48) можно по- 
членно дифференцировать любое число раз по x (с сохранением 
оценок остаточных членов). Поэтому и следующие ниже асимп- 
тотические разложения, опирающиеся на формулу (48), можно 
дифференцировать по х. 

Обозначим через 4; функцию, которая получится, если в раз- 
ложении (48) для Ф; зафиксировать значение {=0 в коэффици- 
ентах ds, bs, 0<$<2х. Поскольку функции Ч, бесконечно диффе- 
ренцируемо зависят от &, то выражения 

5 


— у. р. | 7" W, dt + До 


me 
6 


можно исследовать с тюмощью лемм 4, 5 точно так же, как это 
делалось при доказательстве теоремы 5 для аналогичных выра- 
жений с функцией Ф,. Значит, 


х 1— 
Up = у re ei (д, (6) +0 (г-')) + 4 
i=1 
1п 2х 6 


+r? EY {7 ооо] и о, 9 
$=1 


где ’ 
v=F-'[ (1% hj (0) )7 (0) E,()], 
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G;(o, t) =cst-"[as(o, t)—as(o, 0)], ¢s=const, 
6: (в, &, г) = «ЕП (в, t, г) В; (©, 0, r)]. 


Очевидно, функции 4, непрерывны и |5,| <с.В (г). Поскольку 
(us)’40 при №6, то интеграл в формуле (49) стремится к ну- 
лю при roo. А так как слагаемые, стоящие под знаком первой 
суммы в правой части равенства (49), удовлетворяют условиям 
(27), то теорема 7 будет доказана, если мы покажем, что 


Or [2] + Or [= |-> 


при Ю-<о. Для этого, в свою очередь, достаточно показать, что 
оеН!(К"). Поскольку Р(6)==0 при oesupp[1—Zh;(c)], то по- 
следнее включение является следствием оценки (4) в случае не 
эллиптического оператора Р и следствием леммы 2, когда опера- 
тор Р эллиптичен. Переход к случаю операторов, не удовлетво- 
ряющих условию 3, делается точно так же, как и при доказатель- 
стве теоремы 6’. № 

Более общие правые части будут рассмотрены в следующем 
параграфе. 

Системы уравнений. Все полученные в этой главе результаты 
автоматически оказываются справедливыми и в случае систем 
уравнений, если определитель системы удовлетворяет тем услови- 
ям, которые раньше накладывались на оператор (а также в не- 
сколько более общем случае, о чем ‘будет сказано ниже). Для 
доказательства сделанного ‘утверждения ‘можно дословно повто- 
рить в случае систем приведенные выше рассуждения. Чтобы не 
делать этого, укажем простенький прием, позволяющий сводить 
системы уравнений с постоянными коэффициентами к одному 
уравнению. Он основан на формуле Крамера, согласно которой 


печ)” (-)- 
= [det P (i |1. (50) 


где Р(19/дх) — матрица из дифференциальных операторов с по- 
стоянными коэффициентами, матрица А получается транспониро- 
ванием матрицы, составленной из алгебраических дополнений эле- 
ментов матрицы Р, [ — единичная матрица. 

Из формулы (50) следует, что если 6 (х) — фундаментальное 
решение оператора det P, то матрица 6 =А (id/Ox)& `° будет фун- 
даментальной для матричного оператора P(id/dx). Таким обра- 
зом, асимптотические свойства фундаментальной матрицы 6 яв- 
ляются следствием полученных выше асимптотических свойств 
6 (х) и его производных. Решение неоднородной системы 
Р(10/0х) =} можно найти ¢ помощью формулы (50) следующим 
образом. Находим вектор и, компоненты которого и; являются 


164 


решениями уравнения (detP)ui=f:, mae fi — соответствующая 
компонента вектора f. Тогда вектор v=A(id/dx)u будет решени- 
ем указанной системы. Так же просто к случаю одного уравне- 
ния сводятся теоремы о единственности решения системы. Дейст- 
вительно, если P(id/dx)u=0, то, применив к этому равенству мат- 
рицу А(10/дх), ни =e компоненты и; вектора и удовлетво- 
ряют уравнению (det P)uj= 

Если все элементы a А (с) и многочлен -det P(o) имеют 
общий делитель К (0), так что 


(че. -® (2) (+) 


‚д 230. „ © 
det P (‘) =R (i = Q (i ==} 
где  R(id/dx), 0 (:0/0х) — дифференциальные операторы, 
В(:9/9х) — матричный оператор, то вместо формулы (50) можно 
использовать формулу 


x0 ee) 5:9 nO. x20" N 

В (=) Вы) Вт) (Fa) 2) 
т. е. в приведенных выше рассуждениях можно заменить A и 
det P на В и О соответственно. При. рассмотрении систем уравне- 
ний будем обозначать через WH, We пространства вектор-функ- 
ций, каждая компонента которых принадлежит указанному про- 
странству, построенному по оператору Q(id/dx). Здесь О (в) = 
= [det Р (с) ]/К (с), т. е. Q(o)=detP(o) при В==1. Таким обра- 
зом, доказана 

Теорема 8. Утверждения теорем 4—6, 5’, 6’ будут справед- 
ливы в случае матричного оператора Р (19/0х), если предположе- 
ния этих теорем выполнены для оператора © (19/0х). При этом 
функции Е„, 6» ап будут матричными, p, и, Uy, ри си — векто- 
рами, в формуле (13) надо заменить ф(в) на В(с)ф (с), а в фор- 
муле (16) заменить [0Р/ду]-! на В[9010у]-! 

Пример. Упругие колебания однородной изотропной среды, 
вызванные периодической силой —f(x)exp (iat), описываются сле- 
дующей системой уравнений 


Р (i) чили + wvdivu + и =, xER, (51) 


где и= (№, и», из) — вектор смещения, ф — плотность среды, A 
и p — коэффициенты Ламэ, характеризующие свойства среды. 
Определитель характеристической матрицы системы равен 

det P (6) = (—p|o? + po)? [—(A + 24) |oP + par]. 
Он we удовлетворяет условию 1. Однако к рассматриваемой си- 
стеме применима теорема 8, так как 


A (1) = А +064 [0 + 24) А — +0409] 
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и многочлен —p]o]?+po? является общим делителем элементов 
матрицы А (0) и многочлена det P(o). Значит, 


9(6) = (—pl oP + 98%) [—(a + 26) [< + por]. 


Этот многочлен удовлетворяет ‘условиям 1—3, поичем в зависи- 
мости от выбора ориентации поверхности Q(o)=0 имеем: 
1 (©) ==, po(o)=+x, гдеё =oOVp/(A + 2), х=ФУри . 
Из теорем 6, 8 вытекает существование и единственность реше- 
ния системы (51) в любом из четырех построенных пространств 
У. Выделенные решения имеют при г— со вид суммы двух сфе- 
рических волн: 


и = с1 (в) r—! ett + с. (в) r— et + О (7—°), Cy, с. е Вз. (52) 


Заметим, что полученные выше результаты дают`также асим- 
птотику при roo решений системы упругости в случае неизо- 
тропной среды. Точно так же, как и система упругости, изучается 
система Максвелла, если записать ее в виде шести уравнений 
первого ‘порядка для шестимерного вектора (Е, Н}, где E u H — 
векторы электрической и магнитной напряженности. 

Наконец, пусть правая часть системы (11) равна G(id/Ox)q, 
где С — матрица из дифференциальных операторов, ф — ве 
с компактным носителем, и все элементы матрицы В(0)С (в) и 
многочлен 0(0) имеют общий делитель H(o), так что 
B (ia) С (в) =Ви(в)Н (с), 9 (6) =О!(с)Н (в). Тогда построенные вы- 
ше принадлежащие пространствам W# решения системы (11) 
можно получить в виде и= В! (10/0х) 9, где комтоненты вектора о 
являются решениями уравнения Q,(i0/dx)vj=q;i. Это позволяет 
получить решения системы, представимые в виде суммы только 
тех волн, которые соответствуют нулям многочлена Q,(c). На- 
пример, для системы (51) это позволяет пюлучить решения вида 
(52) < с2(6) =0, если {=Уф, ис с1(®) =0, если f=rotyp. 


$ 3. Принцип предельного поглощения 


Пусть, как и в предыдущем параграфе, P(id/dx) — гипоэл- 
липтический оператор, удовлетворяющий условиям | и 2. В этом 
параграфе будет сформулирован и обоснован для оператора Р 
принцип предельного поглощения, позволяющий получить принад- 
лежащие пространствам W# решения и, уравнения (11) предель- 
ным переходом из решений и. близких уравнений, однозначно раз- 
решимых в пространстве обобщенных функций 5’. Будут получе- 
ны также оценки скорости сходимости ц. к и, и априорные оцен- 
ки для и». Не все пространства W# одинаково интересны © физи- 
ческой точки зрения. Решения u,, принадлежащие двум наиболее 
важным из пространств W#, будут дополнительно исследоваться 
в последующих главах. 

Напомним, что вектор и= (ш, ... и»), компоненты которого 
равны +1, определяет ориентацию поверхностей $; с помощью 
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выбора на $, вектора нормали v=pjVT(o)|VT7(o) |-!. После вы- 
бора ориентации поверхностей 5; однозначно определены ‘прост- 
ранства We и WecW (см. $2). Кроме того, каждому вектору и 
однозначно соответствует фундаментальное решение 6, операто- 
ра Р (см. формулу (13) и теорему 4), которые, согласно теоре- 
мам 5, 5’, принадлежат пространству Ши. = 

Будем говорить, что оператор Q(e, 10/0х) при 0<e<e coor- 
ветствует вектору в, если n 

1) коэффициенты оператора © гладко зависят OT 2, 0<e<e; 

2) существует такая константа g>0, что pjReQ(e, с) >9>0 
при o@S;, 0<e<e, l<j<x; 

3) оператор 

д 


Po (is) =[7 (еж) +159 (61) р (1) (53) 


при O<e<e является гипоэллиптическим или эллиптическим, в 


зависимости от того, гипоэллиптичен ‘или эллиптичен оператор 
P(id/Ox), причем 


РЗ (0) 20, < ё<Е, се К". (54) 


Отметим, что соотношение (54) вытекает из предыдущих ус- 
ловий, если коэффициенты многочлена Q(z, с) вещественны или 
=>0 достаточно мало, оператор Т Эллиптичен, а порядок опера- 
тора Q не превосходит порядка оператора T. 

В тех случаях, когда мы будем изучать уравнения с перемен» 
ными коэффициентами, мы будем дополнительно включать в опре- 
деление соответствия оператора Q вектору p следующее требова- 
ние: степень оператора Q должна не превосходить степени опе- 
ратора Г. 

Лемма 7. Для любого вектора и существует оператор, соот- 
ветствующий этому вектору. 

Доказательство. Пусть R>O таково, что поверхности $} 
находятся внутри шара |o|<R. Возьмем любую непрерывную 
функцию f(o) в шаре |o|<R, равную Зи; при oeS;, 1<]<х. 
Приблизим ее при jo|<R многочленом Q;(o) с точностью до еди- 
ницы. Тогда многочлен @ (в) = (|6|/К)?*-+ 91(с), где 2k больше 
степеней многочленов Т (0), ©: (в), соответствует вектору в. № 

Если оператор Q(e, {0/0х) соответствует некоторому вектору 
и, то к оператору (53) ‘применима теорема 1, и, значит, при лю- 
бой финитной функции | уравнение 


pe (i >) и, (x) =f (x), хе", . (55. 


в пространстве обобщенных функций 5’ имеет и притом единст- 
венное решение. Это решение мы и обозначаем через и. (х). 
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Принцип предельного поглощения для уравнения 


P (1) и хе А", (56) 
Ox 
состоит в следующем: вместо того, чтобы искать условия Ha бес- 
конечности, которые выделяют единственное решение ‘уравнения 
(56), надо задать какой-нибудь оператор Q(e, {0/0х), соответст- 
вующий некоторому вектору в, и под решением ‘уравнения (56) 
понимать 

u(x) = lim ue (x). (57) 

2>+0 

Оказывается, предел (57) существует, дает решение u,eWH 
уравнения (56) и He зависит от ‘выбора оператора ©, отвечающе- 
го вектору в. 

Теорема 9. Пусть гипоэллиптический оператор P(id/0x) 
удовлетворяет условиям 1 и 2 оператор Q(e, 19/9х) соответствует 
вектору и, функция | (может быть, обобщенная) имеет компакт- 
ный носитель. Тогда решение и.Е5’ уравнения (55) при e>+0 
сходится в пространстве 5’ к принадлежащему WY решению Uy 
уравнения (56). 

Доказательство. Нужно показать, что для любой функ- 
ции ф=ф(0) ES 


(и. (с), p(o)) + (и, (0), Ф(0)) при’ e++0. 


Это соотношение после операции комплексного сопряжения C по- 
мощью равенства (13) и теорем 1, 4, 6, 6’ можно переписать в 
следующем виде: 


lim Coe ih = = 
erho / iT (ec) +ieQee, 9)] 
Rt 
в} 7 + (в) 
= № (0) =, . с 
= У. р. { T (6) do ai Sy; | Wr dS, 
RY j=l 5} 


где ф (0) =f (0) ф (6)/Р, (6). Так как функция f имеет компактный 
носитель, то {Е С® и все ее производные растут на бесконечности 
не быстрее некоторой фиксированной степени |o|. А оператор 
P, в силу леммы 2 гипоэллиптичен и, значит, для него справед- 
ливы оценки (4). Значит, p(o) ES. 

Пусть И={о:|Т(с) |< 5}. Из оценки (4) для многочлена Т (0) 
следует, что эта область ограничена. Возьмем 6>0 настолько 
малым, чтобы были выполнены следующие три условия: 
1) |УТ(6) |520 при ое (напомним, что в силу леммы 2 
[УТ (‹|=20 при T(c) =0); 2) область И представима в виде объ- 
единения непересекающихся областей Uj, 1<]<х, таких, что 5;< 
=); 3) pj Re Q(e, с) >9/2>>0 при сЕЙ,, V<e<e, 1<j<x. Оче- 
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видно, указанное 65 существует. Пусть hj=h;(o)]&C~o(R*), 
зиррй,<=Оу, hj(o)=1 при тех o@U;, для которых |Т(о) |< 6/2. 

Если V={o:0ER", |T(o)|>6/2}, то 1-Х=0 при oeV. 
А так как Р9.(6)520 при 0<e<e и ое, то из теоремы Зайден- 


берга — Тарского [49] следует существование таких не’ завися- 
щих OT 2 и с констант М и С< со, что 
|orboee |< tem. 0<e<é, oeEV. 


Т (с) + ie Qe, в) 
Поэтому по теореме Лебега, если peS, To 


t pdo is 
fa zh) a Se Eh) do при в +0. 


Таким образом, для доказательства теоремы 9 достаточно пока- 
зать, что при любом |, 1<]<х, 


и у. р. ( AS — nig; ) 


lim 
==. 
U 


19—45. (58) 
T +ieQ Iv Tl 
1 1 < 1] 
Достаточно рассмотреть те j, для которых и;=1, так как вто- 
рой случай сводится к этому с помощью операции комплексного 
сопряжения. Итак, пусть pj=/. В комплексной плоскости С с 
разрезом вдоль отрицательной части мнимой оси зафиксируем 
ветвь функции Inz, z=C, условием —n/2<argz<3n/2. Тогда, 
поскольку ReQ(e, с) >4/2>0 при O<e<e, ое, функция 
[7 (с) +9 (а, с)] будет однозначно определена при этих а и о. 
В частности, положив e=0, получим, что 


шТ(с) =ш|Т(°)|--лё при T(s)<0. (59) 
Пусть 2<8 и Utj={o:0EU;, |Т(о)|>=}. Обозначим через Ty 
и Г", — части границы области Це, на которых T(o)=+5 и 
Т(0) === соответственно. Тогда, так как hj]C%(Uj) и 
[УТ (6) |40 при ое 0, то 
lim (№ 
ны {Т-+ #29 


ие У (Т— 120) | = 

= 2 Jur I¥o(T +ieQ) № ‚ Voln(T +19) do= 
Я. 

— ine Vo(T—ied) № 

ia fee Jase seca te Tvo(T+ie QP ]ae= 
i 


=— там (sea) do. (60) 
i 
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С другой стороны, Te же рассуждения с учетом того, что на Ге. 
единичный вектор внешней по отношению к области U*; нормали 
равен -ЕУТ (с) /|УТ (с) |, приводят к равенству 


^^ ao=— | штам (в 
= 


Uj 


Vo ) 
IvoTl* do— 


‚= 
uj 


Vo Vo 
rh re. 
Отсюда и из равенства (59) получаем 


ев, 
у. р. |“ ав = 
Uy 


р Aye App 
— \ nT —“~as ШТ — 7 45. 
\ ТУТ | ый J I УоТ! 


r h 
=— | m7div (a, nr) Чо (Fas, 
} 1 Ус Т| 2 ТУТ] 
oj =) 
Вместе с (60) это доказывает справедливость (58). № 
Характер сходимости и. K и, можно уточнить, если функция | 
принадлежит пространству Соболева — Слобедецкого. Введем не- 
которые обозначения. Через H’,=H°,(R") обозначим пространст- 
во Соболева — Слободецкого с весом (1+ |х|?)-\/?, т. е. 


Vahey = мы, = +. (61) 


Следующие несколько определений принадлежат Хермандеру 
[116, 117]. Пусть Р(10/0х) — произвольный оператор с постоян- 
ными коэффициентами и P(o) — его характеристический много- 
член. Через P(o) обозначим функцию 


в) = [Уре (0) FP”. 


где Р®(0) — производные от P(o) и суммирование распростра- 
няется на всевозможные а= (01, ..., an). Оператор R(id/dx) на- 
зывается более слабым, чем Р(10/0х), если |Ю(0)/Р(с)|<С, 
се". Для гипоэллиптических операторов при любых а справед- 
лива оценка |Р®\(о)|/(|Р(с) |+ 1) <С, ое" (для эллиптических 
операторов эта оценка является следствием леммы 1). Поэтому 
в случае, когда Р гипоэллиптичен, оператор R будет слабее Р 
тогда и только тогда, когда 


[8 (6) /([Р (в) |1) <С, oR’. (62) 


Для эллиптического оператора Р операторами слабее его будут 
любые операторы, порядок которых не превосходит порядка опе- 
ратора Р. 
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Будем говорить, что оператор Q(e, 19/0х), коэффициенты ко- 
торого непрерывно зависят от &, O<e<e, слабее гипоэллиптиче- 
ского оператора P(id/dx), если при всех в, 0<e<e 

|9 (г, с) |/[|P(o)|+1]<C, ве". ‚ (63) 

Теорема 10. Пусть гипоэллиптический оператор P(id/dx) 
удовлетворяет условиям 1 и 2, зе К'!, функция feHs(R") и име- 
ет компактный носитель, а оператор К (10/9х) слабее P(id/dx). 
Тогда для принадлежащих пространству WY решений и, уравне- 
ния (56) при любом у>1 справедлива оценка 


[8 ) “| „<СЯЛь-ь (64) 


где константа С, не зависит от |. 

Если оператор © (г, {9/0х) слабее оператора T(id/dx) и соот- 
ветствует вектору и, а и.=5’ — решение уравнения (55), то при 
любом ве [0, 1] иу> 1-0 

|R (iG) bead, < Сов Vb O<e<e, (69) 
Ox iP 
где константа Ст» не зависит от | ue. 

Замечание. Из доказательства теоремы 10 будет видно, что 
в оценках (64), (65) можно заменить оператор R(id/Ox) на 
|Р (9/дх) | +1, где |P(id/dx)| —‘оператор (псевдодифференци- 
альный), который каждой функции и(х) ставит в соответствие 
Е-Р(о) |и(с)], где Е-! — оператор обратного преобразования 
Фурье. 


Прежде чем доказывать теорему 19, ‘получим некоторые след- 
ствия из нее. Обозначим через PSY п анство обобщенных 
функций ие=5’, для которых [|Р(:9/дх) | + ПиеН*,. Положим 


= 9 
р 
дх 5 
Hy 
В силу леммы 1, если Р — эллиптический оператор, то PS'= 
— Вт. Пусть правая часть уравнения (56) принадлежит про- 
странству Н-, с некоторыми $! и y>1. Будем говорить, что 
решение и, уравнения (56). удовлетворяет условиям излучения в 
слабом смысле (и обозначать это будем так: и„еЕ\й),. если 
5 
и, ЕР и существует последовательность функций fi, =H cay с 
компактными носителями, сходящаяся к f в пространстве Н*, 
при moo и такая, что 
| 4m — из» —=0 при т-—= оо, 


где Um — принадлежащее W решение уравнения (56) с правой 
частью fm. В силу теоремы 6 функция Um определяется по fm од- 
нозначно. 
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Напомним, что в силу теоремы 1 уравнение (55) имеет и при- 


том единственное ‘решение и.=5’ для любой функции fe Н*.. 
Из теоремы 10, очевидно, следует 


Теорема 11. Пусть P(id/dx) — pipasmmuncuncente onepa- 
Top, удовлетворяющий условиям 1 u 2, зе=К', у>1, feHs_yu 
оператор К (10/0х) слабее Т (id/dx). Тогда для любой последова- 
тельности функций [ме Hy с компактными носителями такой 
что fm>f @ Hi» при т-+оо, решения ие уравнения Pum= 
=fm сходятся при т-=оо в пространстве Р*^ к решению иен 
уравнения (56). Это решение не зависит от выбора последова- 
тельности fm и enrages оценками (64), (65). 

Замечания. 1. Обозначим через A*: HL, Ps? оператор, 
переводящий rena fei, в решение u,eWe уравне- 
ния (56). Из теоремы 10 следует, что оператор Ай определен на 
функция feH*, с компактным носителем и ограничен. Так 
как функции с компактным носителем образуют в Н*, плот- 
ное множество, то оператор Ак можно продолжить на все про- 
странство H*,- За этим продолжением мы сохраним то же обо- 
значение: Ай. Тогда пространство № совпадает с областью зна- 
чений оператора Ам, и при fH, решением ие ‘уравне- 
ния (56), удовлетворяющим условиям излучения в слабом смыс- 
ле, является функция А+]. 

2. Из формулы для функции и» приведенной в формулировке 
теоремы 7, следует, что если функция f удовлетворяет условиям 
этой теоремы, то решение и,» уравнения (56), удовлетворяю- 
щее условиям излучения в слабом смысле, принадлежит про- 
странству М». 

Для удобства дальнейших ссылок приведем формулировку тео- 
ремы 11 в эллиптическом случае. ‚ 

Теорема 12. Пусть Р(10/9х) — эллиптический оператор по- 
рядка 2m, удовлетворяющий условиям 1 и 2, зе, у>1| и 
7 eH, .Тогда для любой последовательности функций freHs_, 
с компактными носителями, сходящейся в прострстве Нз— к | 
при k->oo, рт, ив № уравнения Рик =[ь сходятся при &—00 
в пространстве НУ" к решению u,=W* уравнения (56). Это 
решение не зависит от выбора последовательности f, и 


мот < СУ, 
Если Q(e, {9/0х) — оператор порядка не выше 2m, соответ- 


ствующий вектору и, и и. — решение уравнения (55), то при лю- 
бых 9е= [0, 1] иу>1+9 


[ше — мот < Съе 2 fk», << Е. 
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Для доказательства теоремы 10 нам понадобятся следующие 
два утверждения, первое из которых абсолютно очевидно и при- 
водится лишь для удобства дальнейших ‹сылок. 

Лемма 8. Пусть оператор А:Н“-—Н*® имеет вид 


Af (x) = [а Fo) eK" do. (66) 
Тогда ы 
| Al? = sup [(1 + [< P)—* Ja (0) FI. 


Пусть feHS и имеет компактный носитель и, значит, 7(0)= 
=С®. Обозначим через Vj, функцию 


1) (в, = 
0,2 = \ hj (0) 11° ес 1°9 da, Oe < 8, 67) . 
” | "© Fre) +ieQ te. io) <= (67) 
i 
где область U;CR* и функция hySCo~(U;) были определены при 
доказательстве теоремы 9. 
Лемма 9. Для любых $1, 52К\!, 52<5 и у>1 


Ihr < СУТЬ, OS 8< в, 


и существует такая функция оу, что при любом B&D, 1] иу> 
>1+0 


Поле — hy < Cree? 1, 0 E< =, 


где константы Ст, Су» не зависят от f и =. 
Доказательство. Пусть 


wje(t, x) = (EEE подонки do, 0 <=< =. 
i 
(68) 


Так как pjReQ>g/2>0 при сое, то w;, — бесконечно диффе- 
ренцируемая функция своих аргументов, экспоненциально убыва- 
ющая при too, если =>>0, и 


vi,0(x) = — в [ в, (t, x) dt, O<e<e. (69) 
0 
Поскольку |УТ|520 при ое0,, то существует такое #>>0, что 
[У (T+ieQ) |40 при o&0; и O<e<eo. Значит, при 0<2<го 
а У(Т—1е9) ии (THe@ \ МТ Ца, к) ae 
= veri ——е do = 
Ш, = (( у. ) Py 


itu; | y (T + 20) , 
I 


aa (stem giy [FeO _ oo p_y ) | do = 
im J тан Vo" #9 


173 


a | в К lt, а 


+ (« Ke (t, 6), ixf) eK) do + ( Fe (t, 0) F (0) eK") do i. 
Rn Rn 
(70) 
Здесь мы воспользовались тем, что V7 (a) =ixf, и ввели обозна- 
чения: 


= hy itu (T+1eQ) _ 0 
Ke (t, в) Race ety уе 10), 


i h 
Fe (t,0) = ет diy Farce 
“eo Ру (ТОР 
Компоненты вектор-функции К, и функция F, равномерно 
ограничены (по модулю) при o&U;, t>0, O<e<eo и 
равны нулю при o@U;. Значит, согласно лемме 8, опе- 
раторы типа (66), в которых роль функции а играет F, или 
какая-либо из компонент вектора К., являются ограниченными 
операторами из пространства H* в H™, и их норма. не пре- 
восходит некоторой константы, не зависящей от ¢ и г. Поэтому 
из формулы (70) и того факта, что операторы умножения на 
функции х,/УТ +17? и l/V1+P являются ограниченными опе- 
раторами в пространствах HS, следует, что при t>1 
ев SCE | fk ОЕ а. (71) 


Если в формуле (70) повторить несколько раз приведенную опе- 
рацию интегрирования по частям, то те же рассуждения приведуг 
к оценкам: 

ek» < Cyt | Fir, OS 8 < а, у=2,3,... (72) 


Далее, используя очевидное неравенство 1—ехр(—#) <Ё, 

справедливое при всех #>0 и 9= [0, 1], можно показать, что 
|F.(t, в) —Ро(Ь в) |<C(et)®, #>1, 0<e<ep. 

Аналогичная оценка имеет место и для компонент вектора К.. 
Поэтому для разности W;,—Wjo справедлива оценка, аналогич- 
ная (71), с дополнительным сомножителем (et)° справа. Точно 
так же доказывается для разности Wj,.—Wj,o аналог оценки (72). 
Итак, при #>1, 0&[0, 1] и 0<e<ey 


ое — шо < Сие д, 1=1,2,... (73) 


С другой стороны, непосредственно из формулы (68) и лем- 
мы 8 следует, что 


< СЕ, 0 <t<lo< < & 
174 


У(Г— 0) ]. 


[he — woh, < Ce" LT hs O<t<l, 0<e<ey, 0E(0, 1, 
| wie fs, ЗС ||, #20, веке. 


Комбицируя последние три оценки и оценки (71)—(73), полу- 
чаем, что при всех t>0, 9ЕЕ [0, 1] и 0<e<e 


орех < с, (1 ых ОА, y=1,2,..., 
уе — iol» <Cy 29 (1 + 06| flv» Y= 1,2, ..- 


Из теоремы об интерполяции [16] следует, что последние ` 
оценки справедливы при ‘всех уеЁ!', у>1, что вместе с (69) бу- 
дет доказывать справедливость утверждения леммы 9, если 9; 
определить с помощью интеграла (69) от wo. № 

Доказательство теоремы 10. Пусть области U;CR* 
и функции А,е=Со®(К") те же, что были определены в ходе до- 
казательства теоремы 9, и g=1—2ZAj. Тогда 

. х 


= F-! — Cd } + on)" Wore,” 74 
m= FT iege, ari } + Om у и ” 
где функции о;, определены в формуле (67). Обозначим первое 
слагаемое в правой части формулы (74) через w,. Тогда, соглас- 
но определению нормы в пространстве Н*, имеем 


| Rise) | — С], (78) 


<Ifle su 
<Я, sup} $25 


так как оператор К слабее P, a функция g равна нулю в окрест- 
ности нулей Р(с). Аналогично, 
& 9 % 

| R (: ый. (We —и‹)| <Я, sup 


| R(o) g(0) № 


К (6) = (6) Qe, в) 


== up | IT (0) +0, o)] P(O) 


| <Cel fl, (76) 


так как оператор А слабее P, а Q слабее Т. 

Очевидно, в формулах (75), (76) можно заменить операторы 
К(19/9х) на |P(id/dx)|. Поэтому теорема 10 и замечание к ней 
вытекают из формул (74) —(76) и леммы 9. @ 

Отметим, что с помошью приема, описанного в последнем 
пункте предыдущего параграфа, результаты этого параграфа так- 
же автоматически распространяются Ha системы уравнений. 

Литературные указания, дополнения. Первый параграф со- 
держит элементарные и хорошо известные результаты. Условия 
излучения впервые были выведены А. Зоммерфельдом (1912) для 
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оператора Гельмгольца (7). Принцип предельного поглощения 
для этого уравнения был сформулирован В. С. Игнатовским 
(1905), а принцип предельной амплитуды — А. Н. Тихдновым и 
А. А. Самарским (1948); см. [105]. Ф. Реллих показал [194], что 
условия излучения (8), (9) для оператора Гельмгольца можно 
заменить на интегральные. Асимптотика на бесконечности неко- 
торых решений для широкого класса систем уравнений была по- 
лучена М. Лайтхиллом [145]. А. Г. Свешников [101, 102] нашел 
аналог условий излучения (парциальные условия излучения) и 
обосновал принцип предельного поглощения для оператора Гельм- 
гольца в слое между двумя параллельными плоскостями и в ци- 
линдре. Некоторые классы уравнений с постоянными коэффици- 
ентами рассматривались в работах [15, 197]. Принципы излуче- 
ния и предельного поглощения для эллиптических ‘уравнений вто- 
рого порядка с переменными коэффициентами и внешних краевых 
задач для них, а также для систем Максвелла и упругости иссле- 
довались в работах [144, 61, 62, 96, 122, 123, 125, 42, 43] (см. 
также следующую главу). 

В работах автора [23, 25] условия излучения были получены 
для гипоэллиптических уравнений любого порядка от двух пере- 
менных, удовлетворяющих только условию 1 из $ 2. Затем авто- 
ром [24, 26] и, независимо, — В. В. Грушиным [50] эти резуль- 
таты ‘были распространены на уравнения, удовлетворяющие усло- 
виям 1—3 при n>2; Грушиным [51] был исследован также слу- 
чай уравнений, не удовлетворяющих ‘условию 3. Заметим, что ус- 
ловия излучения; полученные в [50, 51], отличаются по форме от 
рассматриваемых в этой главе. 

Принцип предельного поглощения для рассматриваемого клас- 
са задач был сформулирован и обоснован автором в [26]. Пред- 
ложенный ‘автором принцип предельного поглощения, в котором 
задачи на непрерывном спектре рассматриваются как предельные 
в классе всех задач, отличается от изучавшегося ранее принци- 
па, в котором возмущению подвергался только ‘коэффициент при 
свободном члене уравнения. Такое обобщение позволило получить 
с помощью принципа предельного поглощения любое (а не толь 
ко два, как это было раньше) из 2* решений задачи, выделяемых 
условиями излучения. Для уравнений с постоянными коэффициен- 
тами в А" автором дана также формулировка принципа пре- 
дельной амплитуды [30, 32], полностью эквивалентная принципам 
излучения и предельного поглощения, т. е. выделяющая любое 
‘из уже отмеченных 2* решений уравнения (этот результат в мо- 
нографию не включен). В последующих главах продолжается 
изучение внешних задач и имеются дальнейшие ссылки. 


~— 
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Глава VIII 


ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ВО 
ВНЕШНОСТИ ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ 


В этой главе результаты, полученные в гл. УП, будут перене- 
сены на эллиптические уравнения с ‘переменными, достаточно 
быстро стабилизирующимися на бесконечности коэффициентами 
и на внешние краевые задачи для таких уравнений. В следующих 
двух главах будет продолжено изучение этих задач. Отметим 
сразу, что все полученные ниже результаты автоматически обоб- 
щаются ‘на случай систем уравнений. Это обобщение осуществля- 
ется простой заменой в тексте слов «уравнение» Ha «система 
уравнений» и «функция» — на «вектор-функция». у 


$ 1. Разрешимость и априорные оценки решений 
внешних краевых задач 


Если seR!, то через {5} обозначим наименьшее из целых чи- 
сел, He меньших $. Обозначим через Ls множество функций h= 
=h(x), все производные которых до порядка {|s|} ведут себя как 
ОА [1] при |х|-= о. 

Будут рассматриваться эллиптические уравнения вида 

д ‚д ‚д 
P (xi ae )u@s|P (i >: ) + R(x, i aa ) «9 = о, 


xe R’, (1) 


где P(id/Ox) — эллиптический оператор порядка 2m, удовлетво- 
ряющий сформулированным в предыдущей главе условиям | и 2, 
a R(x, id/ox) — оператор порядка не выше 2m c бесконечно 
дифференцируемыми коэффициентами, ‘принадлежащими прост- 
ранству Ls, а также внешние краевые задачи для этого ypaBKe- 
HHA: 


P(x, 1) и= [P (1-5) +8 (х i) «9 =, xSQ, 


х дх 
By (x, is) al = 9/9), 1<j<m. (2) 
Ox г 
Здесь Q — неограниченная область с компактной бесконечно. 
гладкой границей Г, В, — операторы порядка т; с бесконечио. 
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дифференцируемыми коэффициентами и задача (2) эллиптична 
(т. е. оператор Р правильно эллиптичен ‘и выполнены ‘условия 
Шапиро — Лопатинского; см. гл. УТ). Заметим сразу, что все 
полученные ниже для задачи (2) результаты и их доказательства 
автоматически переносятся на случай уравнения (1). Если бы мы 
интересовались только уравнением (1), то доказательства неко- 
торых из этих результатов можно было бы упростить. 

Из наложенных на коэффициенты оператора К условий выте- 
кает 

Лемма 1. Пусть R(x, id/0x) — оператор порядка 2m с ко- 
эффициентами, принадлежащими Г; 1. Тогда оператор 


R(x, tS) зн" (Re) Не © 
ограничен. Если 6=€(t)eEC~(R!), &=1 при t>1 и C=0 при #<0, 
то 


|(—4 R (x i<-)|-° при d—-oo, r=|x|. 


{Здесь и далее знаки ‘у и у идентичны.) 
Пространства H’,=H%,(R") были определены в предыдущей 
главе. Так же определяются пространства H%,(Q): 


Ils @ TIA + що. 


Через Hs_,(Q, Г) обозначим пространство 


“Ht, (о, Г = HL, (QO FH 
j= 


5+2т—т у 


ate 
2 р. 


Аналогично определялось пространство Н*(9, Г). Через ф будем 
обозначать вектор (q(x), ... Фт(х)), через Qa — область 


Qa=QNBa, Ba={x:xER",|x| < а}. (4) 


Напомним, что Я» — подпространство функций из НУ” (К"), 
удовлетворяющих условиям излучения в слабом смысле, а 


Ай: HS (Е) > НУ” (Е), у> 1, (5) 


— ограниченный оператор, переводящий функции feHs_,(R") в 
принадлежащие W решения уравнения P(id/dx)u=f, хе” (см. 
теорему 12 и замечания к теореме 11 предыдущей главы). 

Пусть Ro<oo таково, что Г принадлежит шару (открытому) 
В».. Существует [92] линейный ограниченный оператор (продол- 
жения функций с сохранением гладкости) 


1: Hs+2" (Qe) > H5+2" (Br) ` (6) 
такой, что #=и при ХЕОв,. Имеем 
нтв.) < Clulystomag, : (7) 
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Продолжив функции из пространства HY?" (Q) в область К” <& 
с помощью оператора (6), получаем ограниченный оператор (про- 
должения) 


ИН” (9) НУ (RY), (8) 


за которым мы сохраним To же обозначение. 

Через (9) обозначим пространство функций иЕ=Н**" (9) 
таких, что ше в. Поскольку функции и=Н*+?" (К”) с компакт- 
ным носителем принадлежат пространству №", приведенное опре- 
деление He зависит от выбора оператора [. 

Теорема 1. Пусть Р(19/9х) — эллиптический оператор по- 
рядка 2m, удовлетворяющий условиям | и 2, R(x, (9/дх) — опера- 
тор порядка не выше 2m, коэффициенты которого бесконечно диф- 
ференцируемы и принадлежат пространству [.;,у. Пусть задача (2) 
эллиптична, $> 5 =тах(—2т--т;-+ 1/2) иу>1. 

Тогда при всех (|, 9) GH*_,(Q, Г), ортогональных некоторому 
конечномерному подпространству L—Hs_,(Q, Г), задача (2) разре- 
шима в пространстве \*(9). Однородная задача (2) имеет в 
W{Q) конечное число линейно независимых решений. 

Существуют такие не зависящие от (|, p) константы С=С(у, 5) 
и р=р(у, $), что для принадлежащих W(Q) решений u, зада- 
чи (2) справедлива оценка 


Па yetomay <C[ Vlas cay + YU ит + 
x v j=l H Го 


+1 ино) |. (9). 


Если однородная задача (2) имеет в We(Q) только тривиальное 
решение или решение и„Е\Ун(9) задачи (2) ортогочально © 
Hye (2) принадлежащим W(Q) решениям однородной зада-- 
чи (2), то 


т 
и <C + : 10 
abietomay ЗС [И cy Zl ssomny—t | (10) 


Доказательство. Априорная оценка. Пусть ие 
е\*(0) — решение задачи (2), где (f, $) =Н-›(®, Г). Обозначим 
через й,=й,(х) функцию Ш, где оператор / определен в форму- 
ле (8). Коэффициенты оператора P(x, {9/0х) считаем продолжен- 
ными произвольным образом с сохранением бесконечной диффе- 
ренцируемости в область Ю"Х.О. Тогда 


P(x, is) в» =F, xe К", (11). 
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где в силу (7) 
VF hae ey S СИН cay + ина 1. (12) 


Перенесем функцию R(x, id/dx)d, в правую часть уравнения (11) 
и воспользуемся ограниченностью оператора (5). Учитывая (12), 
получим 


мот» < СУ РН < 
«ОИ +I —E (r—0)] Ritu fy +15 (7 —0) Ritu [vy > 


где функция 5 определена в лемме 1. Отсюда если c>Ro таково, 
что последнее слагаемое в правой части оценки не превосходит ве- 
личины | Ил |s+2m,y/2Cy (что возможно в силу леммы 1), то 


| Дт <c UF bis, Rn +1 на] < 
<c ПА cay + 1 Инета 1, (13) 


Последнее неравенство следует из (12) и (7). Из (13) и локаль- 
ной априорной оценки для решений эллиптических задач (теоре- 
ма 6 гл. VI) вытекает (9). Переход от оценки (9) к (10), доказы- 
вается точно так же, как и аналогичное утверждение (теорема 4 
гл. УГ) для эллиптических задач в ограниченной области. 

Правый регуляризатор. Оценим при 4-—00 норму 
следующего оператора: 


№: Hi. (©) Hey (9), 
Nf =t(r—aR(x, iF) АА би—а— 09, EH), 


где функция € определена в лемме 1, а функция €(r—d—1)f про- 
должена нулем в область А"`\©. Так как все производные функции 
5(г—4—1) ограничены равномерно по 4, то оператор умножения 
на €(r—d—1) является ограниченным оператором из пространсл- 
ва Н_,(Ю") в себя, норма которого не превосходит некоторой 
константы, не зависящей от 4. Вместе с ограниченностью сперато- 
pa Ан в пространствах, указанных в формуле (5), и леммой | это 
дает стремление к нулю нормы оператора N при 4- со. Зафикси- 
руем такое 4>Кь, чтобы |№|< 1/2 при выбранном 4. 
В области @а;4 рассмотрим задачу 


9) 
P(x, i—)\v=f, хе О, 
( es a on (14) 
Вор =9, Do|r=a+4 = 0, 


где B= (Вн(х, id/Ox), ..., Bm(x, i0/0x)), р — аналогичный вектор из 
дифференциальных операторов О; (х, id/dx) порядка dj<s+2m—1/2, 
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удовлетворяющих условиям Шапиро — Лопатинского на сфере 
r=d+4 (а в остальном — произвольный). 
Определим оператор 


О: HS (Ода , Г НН" (Quis) (15) 


следующим образом. Векторы ([,ф)еН?®(9а44, Г), для которых 
задача (14) разрешима в пространстве Н+2” (94.4), оператор Q 
переводит в решения задачи (14), ортогональные ядру задачи 
На ортогональном дополнении к указанным элементам (|, $) по- 
ложим © (|, p) =0. На все пространство Hs (Фа.., Г) распространим 
оператор Q по линейности. Пусть 


P(x, 1-94. 9 =! + М, (1, 9), хе 9, 
Oc (16) 
B(x, i) QU ФЕ =P + Ma(f, 9. 


Из теоремы 3 ra. VI следует, что оператор (15) ограничен, а опе- 
ратор 
М = (М, М) : Hs (Qa44 , Г) > Hs (Фа , Г) 


конечномерен и, значит, конечномерным является каждый из опе- 
раторов М; и Мо, действующих соответственно в пространство 
‘ s-+2m—m ;— a 
Из (944) и в прямую сумму пространств Н (г. 

Обозначим через G4, G2, Bi, В» функции: ои=1—5(г—4—1) a= 
=€(r—d—1), Br=1—€(r—d—2), Bo=C(r—d), где функция 5 опре- 
делена в лемме 1. Отметим, что ои- а2==1 и | Vai] =0 при г<а+1 
и г> 4-2, а функции В1, Bo таковы, что В1бл==0л, Вза2==а и 8, =0 
при r>d+3, В =0 в окрестности Г. 

Пусть Ф — оператор («почти обратный» к задаче (2)) 


® : Hy (Q, T) > НЗ" (©), (17). 
действующий по формуле 
O(F, $) =B1Q(asf, Ф) Е ВА (ай). (18) 


Чтобы не загромождать последующих выкладок, мы не стали здесь 
и не будем ниже вставлять необходимые для полной строгости 
написанных выражений операторы ограничения функций на об- 
ласти Q или Фа и операторы продолжения нулем на R°NQ или 
2`\\9Яан. Например, чтобы применить оператор Q к (aif, $), надо 
сначала взять ограничение { Ha Quays. При этом функция BQ (auf, ф) 
будет принадлежать пространству Н*#?” (914. ). Поскольку она 
равна нулю при d+4>r>d+3, считаем ее нулем` при всех 
х таких, что r>d+3. Аналогично понимается второе слагае- 
. мое в правой части формулы (18). Вычислим результат, который 
получится, если подставить функцию Ф (|, mp) в уравнение и гра- 
ничные условия задачи (2). 


181 


Очевидно, 
д 
P(x, tS) 9 (в, 9) = arf + ВМ, (ufo) + {Р.В} 0 (uf, 9), 

(19) 

где P, В} — коммутатор дифференциального оператора 

P(x, 10/0х) и оператора умножения на fy. Так как {P, Bi} — диф- 

ференциальный оператор порядка не выше 2т—1, коэффициенты 

которого равны нулю при r<d+2 и г>а- 3, то из ограничен- 

ности оператора (15) и теоремы 2 гл. VI следует, что оператор, 

переводящий (f, Ф) в {P, Bid Qa, Фф), является компактным опе- 

ратором из пространства H%_,(Q, Г) в H%_,(Q). Учитывая конеч- 

номерность оператора M,, мы можем переписать формулу (19) 

в виде 


д 
P(x, i=) Во =aF+ Tih 9), (20) 
где onepatopT, : Hey (©, Г) -> Hi, (©) компактен. 
Аналогично, 


P(i-5-) B.A" (af) в +{P (i), Ba Ав. б, В 


R(# 15>) BAM Oa = (x 1-3) Ань + BDAY aD. 


(22) 
Из той же теоремы 2 ra. VI и ограниченности оператора (5) сле- 
дует компактность оператора То: Hs_,(Q, Г) —Нз-,(®), который 
каждому вектору (f, @) ставит в соответствие сумму вторых сла- 
гаемых в правых частях формул (21), (22). Так как первое сла- 
гаемое в правой части формулы (22) равно Nf, где оператор N 
был определен выше, то, суммируя равенства (20)—(22), полу- 
чаем 


ГР (кг) Ф.Ф =1+М+ Tal 9, (23) 
где оператор 7's: Hy (©, Г) — Н*»(®) компактен. 


Далее, поскольку fo=0 в окрестности границы Г, а В: =1 в ок- 
° рестности Г, то : 


BO (f, 9 г =ВО (в |, ФГ =9 + М (af, $), (24) 


где оператор М», определенный в формуле (16), конечномерен. 
Окончательно, обозначим через % оператор 


sus (P (x, i) и, Ви), 
отвечающий задаче (2), через С и Т операторы 
6, Т: Hi, (2, T)> HL, (Q, П), 
G(f, 9) = (№, 0), ТС, 9) = (Тз(Р, $), Ma(f, @)). 
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Тогда |С|<1/2, оператор Т — компактен, a формулы (23), (24) 
можно переписать так: ЯФ=/-+ С- Т, где Г — единичный опера- 
тор. Следовательно, 


9Ф (1+6) =1+7, FHT +6)", 


где оператор (/+G)-! ограничен, а 7 — компактен. Это означает 
(по определению), что оператор Ф=Ф(1-+С)-1 является правым 
регуляризатором задачи (2). 

Будем теперь искать решение задачи (2) в виде u=O(g, фу 
< неизвестными (g, tp) SH*_,(Q, Г). При любых (g, ф) функция 
®(g, ) принадлежит *(9). Действительно, из (18) следует, что 
Ф(Е, $) —А* (ag) Е #(0) (эта разность имеет компактный носи- 
тель): Так как А* (8) = (9), то O(g, $) = (Я) при любых 
(5, p) =Hs_,(Q,T) и, значит, O(g, p) =O (1+-С)-{(в, p) =W4(Q). 
Подставив функцию u=O(g, tp) в оператор %, получаем. что эта 
функция будет решением задачи (2) тогда и только тогда, когда 
вектор (2, ф) является решением следующего уравнения (в прост- 
ранстве (9, Г)) : (1+7) (g, $) = (1, 9)- 

Так как оператор 7 компактен, это доказывает утверждение 
теоремы | о разрешимости задачи (2). 

Для доказательства теоремы 1 остается показать, что однород- 
ная задача (2) имеет в пространстве (9) конечное число линей- 
но независимых решений. Это доказывается с помощью априор- 
ной оценки (9) точно так же, как и конечномерность ядра эллип- 
тических задач в ограниченной области. Действительно, пусть 
ие №" (9) < НУ (9), j =1, 2, — любая последовательность 
решений однородной задачи (2), Pipaientnasn B HOpMe Hy em), 
Согласно теореме 2 гл. УТ, из нее можно выбрать подпоследова- 
тельность Um, ]=1, 2,...,. фундаментальную в пространстве 
H*{2,), где р — константа, " учисевукицая в оценке (9). В силу 
этой оценки последовательность Un, будет фундаментальна в 


Age (2). Поскольку последовательность и; решений была произ- 
вольной, это доказывает конечномерность ядра задачи (2). № 

Теорема 2. Пусть Р(19/9х) — эллиптический оператор no- 
рядка 2m такой, что Р(6)==0 при ое”. Пусть R(x, id/dx) — 
оператор порядка не выще 2m, коэффициенты которого бесконечно 
дифференцируемы и принадлежат пространству Leo. Пусть задаче 
(2) эллиптична и s>s°=max(—2m-+m;+ 1/2). 

Тогда оператор 


%: HM (Q)—> HQ, Г), 
ставящий в соответствие функции и вектор из правых частей за- 


дачи (2), нётеров, и существуют такие не зависящие от (|, $) KOH- 
станты С и р, что для принадлежащих Нз+”(9) решений 3ada- 
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чи (2) справедлива оценка 
т 
енто < С [аж + У 19 s+2m—m — a +4 ay | 
j=l H 
где последнее слагаемое в правой части можно отбросить, если 
оператор & имеет тривисльное ядро или функция и ортогональна 
ядру оператора %. 

Доказательство получается дословным повторением тех 
рассуждений, которые были проведены при доказательстве теорс- 
мы 1. Нужно только положить в них у=0, заменить Ай на опера- 
тор Р-!, который ставит в соответствие функции fEHs(R") реше- 
ние и=Н$+"(Ю") уравнения P(id/dx)u=f, хе", и вместо 
ограниченности оператора (5) использовать теорему 2 предыдущей 
главы. № 

Легко привести пример, показывающий, что ядро задачи (2) 
в условиях теорем 1, 2 может быть не тривиальным. В качестве 

‚ такого примера можно рассмотреть уравнение 

[A+ +p(x)]u(x) 0, хе», (25) 
где &>0, peCo~(R3). Одним из пространств № для уравне- 
ния (25) является пространство функций, для которых в окрест- 
ности бесконечности выполняются оценки: 


ш (9) [< er}, 5 < Cr-?, 


Пусть u(x) =r—exp(ikr) при г> Е. Продолжим эту функцию 
бесконечно дифференцируемым образом внутрь шара r<x-. При 
этом поскольку Кеи(х) =А со$ 1>>0 на сфере г=й\, то можно 
продолжить функцию u(x) так, чтобы Кеи(х) >0 при r<k-, т. е. 
чтобы |и(х) |520 при всех xER3. Эта функция принадлежит We 
и является решением уравнения (25) при p=|(A+A*)uJ/uc 
Com (К?). 

Заменив в этих рассуждениях А на ik, получим пример уравне- 
ния, удовлетворяющего условиям теоремы 2 и имеющего нетри- 
виальное ядро. Несложно показать, что в рассмотренных приме- 
pax имеется также и нетривиальное коядро. В работах [26, 27} 
получены достаточные условия, обеспечивающие отсутствие не- 
тривиальных решений однородной задачи (2). 


$ 2. Принцип предельного поглощения для 
внешних задач 


Пусть задача (2) удовлетворяет условиям теоремы 1. Рассмот- 
рим близкую задачу 


Pg (x, iS) u(x) =f (x), хе®, 


[в (*, >) +eB; («, +i S-)|4@r=a0), l<j<m, 
(26) 
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Pe (x, iz) = [7 (i) +ieQ(e, 1) (i = ) + 


Здесь оператор © при 0<=<в соответствует некоторому векто- 
ру в в том смысле, как это было определено в $ 5 предыдущей 
главы, R(e, x, id/dx) и Bj(e, x, 19/9х) — операторы порядка не 
выше 2т и т; соответственно с бесконечно дифференцируемыми 
по e&[0, =] и хе=@ коэффициентами, причем коэффициенты опе- 
ратора R(e, x, 0/0х) при каждом e&[0, =] принадлежат прост- 
ранству L.,, а после умножения на (1-+2)-\ сами коэффициенты 
“MH все их производные до порядка {|5|} включительно становятся 
равномерно по г==[0, =] ограниченными функциями при ХЕ. 
Очевидно, при достаточно малых |=| задача (26) эллиптична. 
Можно считать =>>0 таким, что задача (2) эллиптична при всех 
г=[0, =]. Kak и раньше, через ф будем обозначать вектор 
(qi (х), ..., Фт(х)), через В — вектор из операторов B;(x, id/dx), 
1<]<т, через В. — вектор из операторов, определяющих гранич- 
ные условия задачи (26). 
усть Ми М — два конечномерных подпространства гильбер- 
това пространства. Будем говорить, что расстояние между ними 
не превосходит 6, если они имеют одинаковую размерность и мож- 
но выбрать в этих подпространствах ортонормированные базисы 
{ni} и {mi} соответственно так, что |п;—т:|<6 при всех i. 
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, 0<0<1, 
у> 1-0 и бля некоторого вектора и задача (2) имеет в прост- 
ранстве WH(Q) решение при всех (|, ф)ЕН*-1(®, Г). Пусть М — 
пространство принадлежащих №"(9) решений однородной зада- 
чи (2), це\ь(0) — решение задачи (2), ортогональное 
(в НЗ!” (9)) пространству N. Пусть оператор Q(e, 10/0х) соответ- 
ствует выбранному вектору ив. 
огда существует такое e9>0, что при 0<=<: задача (26) 
имеет в пространстве Нз+т (9) решение при всех (|, ф)ЕН?з(®, ГУ. 
Если М. — пространство принадлежащих Hst2(Q) решений обно- 
родной задачи (26), а и.=Н*+”" (0) — решение задачи (26), орто- 
гональное в H%*?"(Q) пространству N., то при O<e<eo расстояние 
между М и М, в пространстве НЯ” (Q) не превосходит Ce° и пре 
(1, $) GHs_,(Q, Г) справедлива оценка: 
т 
= 9 Е Я в’ 
[ме ty | stom ai < Се [IF ey г У ТЯ ни ee 


185 


Доказательство. Обозначим через %, %, операторы: 
о: НУ?" (Q)—> Н, (©, Г), Ye: Ht (9) > Hs (©, Г), 
переводящие функцию и в вектор из правых частей задачи (2) или 
(26) соответственно. Оператор % неограничен, в качестве его об- 
ласти определения рассматривается пространство фунхний We(Q), 
удовлетворяющих условиям излучения в слабом смысле. Операто- 
ры $. ограничены при всех =е= (0, =]. В силу теорем 1, 2 операто- 
ры % и %. имеют конечномерные ядра (М им.) и коядра, а по ус- 
ловию теоремы 3 область значений оператора % совпадает со всем 

пространством Hs_,(Q, Г). 

Обозначим через %-1 правый обратный к оператору Mp, перево- 
дящий функции (/, ф) ЕН. (9, Г) в и, — принадлежащее W4(Q) 
решение задачи (2), ортогональное ядру №. Этот операгор onpe- 
делен на всем пространстве Hs_,(Q, Г) и ограничен (оценка (10)). . 
Рассмотрим оператор 


Фь = (РЗ) \Р (i a 195: Hiy (2, > HQ), (8) 


Здесь / — рассматривавшийся выше (формула (8)) оператор глад- 
кого продолжения в область R™NQ, (P.2%)-! — оператор, перево- 
дящий функции [=Н*(Ю") в принадлежащее Н?+?” (К") решение 
уравнения 


ие +10(ne-b)]x 


x P, (i )uah хе". (29) 


Для полной строгости нужно было бы еще написать в форму- 
ле (28) слева от оператора (P.°)-! оператор ограничения функций 
на область ®@. Чтобы не загромождать выкладок, мы, каки 
раньше, не будем этого делать. 


Покажем, что оператор Ф. при каждом e&(0, =] определен на 
всем пространстве Hs_,(Q,T) и ограничен, а оператор Ф.=/Ф., 
где J: Het?” (9) > Н;"”" (9) — оператор_вложения, непрерывно 
(в равномерной норме) зависит от ге= (0, =] и сходится к %-! при 

` = +0, причем 


i@e— |< Се. (30) 
Обозначим через й, функцию И%-!({, p) и через й — функцию 


Р(40/дх) й,. Из ограниченности оператора %-* и оператора (8) вы- 
техает оценка 


т 
Waal рента, Ся cay + У stom, | @D 
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Для функции A справедлива следующая оценка: 
els а < СИ + Dy | т] (32) 


Действительно, поскольку функция й, при х=О является реше- 
нием задачи (2), то h=f—R(x, 10/0х) 4, при хеЕО. Поэтому, если 
¢ — функция, определенная в лемме 1, и 4 — произвольнзя фик- 
сированная константа такая, что d>Ro, то 


Neer — a) Al ys бе < Ver —D Flas | cary +15 — 2 Rita bs ce < 
«СИЛ go) + Ань cry |. 


Вместе с леммой 1 и (31) это позволяет оценить норму функции 
¢(r—d)h через правую часть неравенства (32). С другой стороны, 
поскольку #=Р (10/0х) й,, то оценка нормы функции (1—f(r—d))A 
в пространстве Hs_,(R") через правую часть неравенства (32) яв- 
ляется очевидным следствием неравенства (31). Это доказывает 
справедливость оценки (32). 

Так как Yo (f, 9) = W" (Q), то (согласно определению простран- 
ства №" (Q)) и, = W"(R"). А так как P(i0/Ox)u,=h= Hs_,(R"), то 


tn = Ай, (33) 


где AY — ограниченный оператор в пространствах, определенных 
в формуле (5), при этом формулу (28) можно переписать в видс 


Фе (р, 9) = (Pe) h. (34) 


Из оценки (32) и теоремы 2 предыдущей главы вытекает ограни- 
ченность оператора Ф., а из теоремы 12 предыдущей главы, оцен- 
ки (32) и формул (33), (34) следуют все сделанные выше утверж- 
дения относительно оператора Ф.. 

Будем теперь искать решение задачи (26) в виде и=Ф.(а, ф) 
с неизвестными '(&, ф)=Н®-.(®, Г). В силу ограниченности опе- 
ратора (28) weH*2"(Q) при любых (g, ф) + Н*-1(®, Г). Подста- 
BHB функцию и в уравнение задачи (26), получим 

Pe) a/, 9 \ —1 >. 9 —1 
PE (и PE (iS) ОР (1) 196", W) + 


+ [R (+ 2) +eR(e, xi) | ele, У. (35) 


Так как оператор (P.°)-! переводит функции | в решения 
уравнения (29), то первое слагаемое в правой части равенства 
(35) при ХЕЯ равно Р(0/0х)%—1 (5, ф) =g—R(x, 10/9х)%—\(&, $). 
Следовательно, равенство (35) эквивалентно следующему ра- 
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венству: 


PE (x, iS) Oe в, =Е+В (1) Oe) BW + 


+eR (e, x, i = Фе (&, $). (36) 


Результат применения граничного оператора В. к функции и за- 
пишем в виде 


В.Ф» (в, $) г = BO" (в, P) Ir + Be — 9%") (g, УЕ + 
+ (В. — В) Фь (в, Эг= 


=p +B(e—Y%") (g, $) |r + (Be — В) De (g, У |. (37) 


Из леммы 1 следует, что оператор R(x, id/Ox) является orpa- 
ниченным оператором из пространства Н}*?" (9) в Н*,(@), а из 
условий, наложенных на коэффициенты оператора R(e, x, 0/0х), 
следует, что в этих же пространствах равномерно по = ограничен 
оператор R(e, x, id/dx). Поэтому из (36), (37), ограниченности 
оператора %-!, оценки (30) и теоремы 1 гл. VI следует, что 


WeDe = 1 + Fe, (38) 
где / — единичный оператор, a норма оператора 
Fe: Н* + (©, T) > Н* (©, Г) 
не превосходит Ce°. р 
Усть e9>>0 настолько мало, что ||Р.|<1/2 при 0<=< о. Из 


(38) вытекает, что при O<e<eo задача (26) имеет в пространстве 
Нз+т (09) решение при всех (f, p) =H%_,(Q, Г), равное 


о. =Ф. (1+ Е.) -*(ф, $). (39) 
Поскольку функции из пространства Hs_,(Q, Г) плотныв Н(®, Г), 
то из теоремы 2 следует разрешимость в Н*+?" (0, Г) задачи (26) 


при всех (f, p)=H*(Q, Г). Из приведенной выше оценки операто- 
ра F. и (30) следует, что 


т 
— о || il ste . (40 
bee Hal yetam < С [Hilo + [Pil sean-m)—— | (40) 


Докажем теперь утверждение теоремы 3 о близости ядер опе- 
раторов % и %.. Пусть o,]{W#(Q) — решение однородной зада- 
чи (2) и . 


Ou = Loy © W" (Е") < НУ” (R"), 


где оператор / определен в формуле (8). Считая, что коэффи- 
циенты оператора R(x, 9/0х) продолжены бесконечно дифферен- 
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цируемо в R®NQ, получим, что 
2. 0: Ws 
P(x, 6) Ou Пн cay < Сына 


Это следует из ограниченности оператора (8) и того, что {=0 при 
хЕО. Значит, при хе=А® 


P (i) a 8, g=f—R(x, i) oy, (41) 


где в силу леммы | и ограниченности оператора (8) 
Таня cay $ Сене р 
Пусть э.еН*+” (В") — решение уравнения 
pe (i | we =g, хе А". (42) 
23 
Из теоремы 12 гл. УП следует, что 
JOu —We Vassom cy <Ce® ан cy < Ce? foul ноту (43) 
Из (41), (42) получаем 
af, д \ Pisa И 
[2 (i ) + R(x, = )| We 
=f+R (x i) (и. —6,), хе АД", 
и, значит, 


Pg (*, i) we=f+R(x, i) (we — Oy) + 


+eR(e, 41S) вы хак". 


Как уже отмечалось, оператор А (а, x, {0/9х) является рарвомер- 
но по г ограниченным оператором из пространства Hy' ™ (R") 
в НК"). Вместе с леммой 1, оценкой (43) и равенством нулю 
функции { при xeQ это позволяет получить следующую оценку: 
Q ‚ 39 
PE (x, iS) we = № Hellas, cay < Сенно 


Через Ty же величину, что и норма функции fi er re 
cate 
вектора Фе = BeWe|r в прямой сумме пространств H* ги (Г) 
Для этого надо записать вектор @e в виде 


Ф = Boy |r + (Be — В) Oy |r + Be (We — Oy) г = 
= (Be — B) ви |r + Be (We — Ou) г 
и затем воспользоваться оценкой (43) и теоремой 1 гл. VI. 
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Окончательно, для произвольной функции M,N мы построи- 
ли функцию ., обладающую оценкой (43), и такую, что 
Wewe = (fe, Фе), где 


\ (fe. Фе) [= „©. 1) <Ce?® Hop [stom ‘aye 


Пусть ve, O<e<e9 — решение уравнения Weve = (fe, Pe), которое 
дается формулой (39) с (f, p) = (fe, Ge). Поскольку \\Fell<1/2 при 
O0<e<eo, а оператор Ф. равномерно по = ограничен (оценка (30)), 
TO 


| Pel yst2m ay < Cl (fer Pe) ys $a, n< <Ce| op, неко (©)* (44) 


Таким образом, функция ®.= &,.—0., O<e<eo, является реше- 
нием однородной задачи (26) и согласно (43), (44) обладает 
оценкой 


|e — Op ри (© < <Ce| Op lastom (Q)* (45) 


Точно так же доказывается, что если U,E=N,, то существует такая 
функция «М, что ‘ 


[5 — Op | stom ay < < Ce 8 | Vell HS+2m (о (46) 


(2)" 


Оценки (45), (46) эквивалентны сформулированному в теореме 3 
утверждению о близости пространств М и М. 


Наконец, пусть (р, p) — произвольный вектор из пространства 
Н* (©, Г), и, = ' (|, $) wv. — решение задачи (26), которое 
дается формулой (39). Для доказательства теоремы 3 остается 
получить оценку (27) для разности и.— и», где и,=и,— 0’, и VU’, 
ортогональная проекция 9. в пространстве НУ” (9) на №.. ея 
о.” обозначим аналогичную проекцию о. на N. Из уже доказан- 
ной близости пространств М и N, следует, что 


ty’ a” 8 
1% el stam gy Ce [5 Vast? coy < 


Cee у +У 19; apes (47) 
[bec ные | 


— 
Последнее неравенство следует из ограниченности сператср= Mo 
и оценки (40). Взяв проекцию разности у.—и„ на ортогональное 


дополнение к М в пространстве #3*?”" (9) и учитывая, что и, ор- 
тогонально М, получим, что 


| ve — 0; — ив зн «< |e — ил изнот (©): 


Это г с (40) и (47) доказывает справедливость оценки 
(27). 
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Литературные указания, дополнения. Изложенные в этой главе 
результаты опубликованы автором в работах [26, 27] в предполо- 
жении, что рассматриваемые уравнения имеют постоянные коэф- 
фициенты в некоторой окрестности бесконечности. Там же имеются 
замечания о том, что изучение уравнений с достаточно быстро 
стабилизирующимися на бесконечности коэффициентами не вызы- 
вает особых дополнительных затруднений. . 

При обосновании принципа предельного поглощения можно. 
было бы интересоваться сходимостью (в каком-нибудь слабом 
смысле) решений допредельной задачи к решению предельной 
при каждой фиксированной правой части задачи. В этом случае 
условия на скорость стабилизации коэффициентов уравнения на 
бесконечности можно существенно ослабить. Особенно далеко в 
этом направлении продвинуто изучение уравнений второго порядка 
(см., например, [136, 180, 134, 142, 126, 127, 162, 163]). 

Литература по принципу предельного поглощения и условиям 
излучения частично приведена в предыдущей главе. Некоторые 
классы уравнений высокого порядка и систем изучались в рабо- 
тах ‘[155, 156, 20, 182, 137, 192, 181, 179, 170, 171]. Задачи в об- 
ластях с некомпактной границей рассматривались в [123, 125, 98, 
82, 89, 190, 189, 196]. В следующих главах будет продолжаться 
изучение уравнений и систем во внешности ограниченной области, 
в них также имеются ссылки на литературу, относящуюся к усло- 
виям излучения и принципу предельного поглощения. 

С рассмотренными в этой главе вопросами тесным образом 
связаны некоторые спектральные задачи: выяснение характера 
спектра оператора, отыскание полной системы собственных функ- 
ций операторов с непрерывным спектром и некоторые задачи тео- 
рии рассеяния: существование и полнота волновых операторов, 
свойства волновых операторов и оператора рассеяния. Изучение 
этих задач требует отдельного рассмотрения и мы не будем их 
здесь касаться. Отметим, что кроме рассмотренных в последних 
двух главах имеются и другие имеющие глубокий физический и 
математический смысл постановки задач для уравнений в неогра- 
ниченных областях. В качестве примера сошлемся на работы 
[146, 128, 121, 133, 69, 113, 93, 94, 14, 72, 67]. 


Глава IX 


АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕЗОЛЬВЕНТЫ 
ОПЕРАТОРОВ, ПОЛИНОМИАЛЬНО ЗАВИСЯЩИХ ОТ 
СПЕКТРАЛЬНОГО ПАРАМЕТРА 


В этой главе будет предполагаться, что P(id/dx) — эллипти- 
ческий оператор порядка 2m, удовлетворяющий условиям 1, 2 и4, 
сформулированным в гл. VII, т. е. 

1. УР (6) 520 в вещественных нулях P(o). 

2. Множество вещественных нулей многочлена P(o) состоит 
из нескольких бесконечно дифференцируемых связных новерхнос- 
тей S;, l<j<x, размерности n—1. 

4. Поверхности Sj, 1<j<x, звездны относительно точки o=0, 
причем ни один луч, выпущенный из этой точки, не касается ка- 
кой-либо из поверхностей Sj. 

Через P(k, id/Ox) обозначим оператор, который получается, 
если к каждому одночлену порядка ] оператора P(id/dx) дописать 
множитель k?"-j, Таким образом, Р(Ё, в) является однородным 
многочленом порядка 2m по совокупности переменных (Rk, 0). 
Очевидно, оператор P(k, {0/0х) эллиптичен при всех значениях R. 
Легко проверить, что рабсматриваемому классу операторов при- 
надлежат операторы, полученные после замены оператора диффе- 
ренцирования 10/01 на параметр А из однородных строго гипер- 
болических операторов P(id/dt, iG/Ox), для которых нуль не яв- 
ляется собственной частотой, т. е. для которых P(0, o)=40 при 
0520. При этом х=т. Если P(o) =T (0) Pi(o) — разложение много- 
члена на Р на множители, определенные в лемме 3 гл. УП, то, 
очевидно, P(k, с) =Т(&, в) Ра(%, в). 

Из однородности многочлена P(k, 0) по аргументам (№, о) 
следует, что оператор P(k, 0/0х) при #>0 и &<0 также удов- 
летворяет условиям 1, 2, 4. В частности, многообразие P(k, o) =0 
в В", при #>0 и < 0 состоит из поверхностей S;(k), l<j<x, 
полученных из $; преобразованием подобия с центром в начале 
координат и коэффициентом подобия А. Значит, на уравнсчие 


P (e. = u(x) =f(x), хе", (1) 


при k>0O и R<O автоматически переносятся все результагы, KOTO- 
рые были получены в гл. УП для этого уравнения при k=1. 
В частности, справедливо утверждение об ограниченности опера- 
тора * 


* Всюду ниже Ар жк B= ук ит. д. Здесь и=(рь,... 6») — вектор 
< компонентами и;=-=1, определяющий ориентацию поверхности вещественных 
нулей многочлена P(k, 6) и выбор условий излучения. 
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Ak: Hy НУ", (2) 
который каждой функции {=Н*,— ставит в соответствие удовле- 
творяющее условиям излучения решение уравнения (1). Здесь и 
ниже через tp обозначается функция ехр(—/2), через Н*, — прост- 
ранство Соболева — Слободецкого с весом ф=ф(х) , т. е. 


|4, ® =u 15 = oul,,s- 


(Ограниченность оператора AM, была доказана в случае, когда в 
качестве веса ф бралась функция (1+1?) "?, у> 1.) 

В $ 1 этой главы будут изучаться аналитические свойства (по 
параметру А) оператора Ань, в $ 2 — аналитические свойства ана- 
логичных операторов, возникающих при решении уравнений во 
всем пространстве с переменными коэффициентами и решении 
краевых задач во внешности ограниченной области. В § 3 будет 
изучено поведение этих операторов в окрестности точки k=0. Эти 
результаты будут использованы в следующей главе при изучении 
поведения решений нестационарных задач при #- со. 

Напомним, что аналитическая зависимость оператора от пара- 
метра А при =А№ означает, что в некоторой окрестности точки 
Е=№ оператор разлагается в ряд Тейлора, сходящийся 3 равно- 
мерной норме. 

Очевидно, результаты предыдущих двух глав остаются в силе, 
если заменить вес (1-+/?)-—2 во встречающихся там престранст- 
вах Соболева — Слободецкого на более быстро убывающий 
(вместе с производными). В этой и последующих главах в качест- 
ве веса в этих пространствах будет участвовать - только 
ф=ехр (—г2), и мы неоднократно будем ссылаться на результаты 
предыдущих двух глав, заменяя автоматически пространства 
Hs_, He?" wa Ну, Hat соответственно. 


$ 1. Уравнения с постоянными коэффициентами 


Через Wen, Ян» (#>0 или #<0) обозначим пространства функ- 
ций (удовлетворяющих условиям излучения), которые строятся по 
оператору P(k, i0/0x) точно так же, как в гл. УП строились про- 
странства №», We, по оператору P(id/Ax). Пространства в», Wa 
отличаются от №, We только тем, что при их определении нужно 
в формулах (46), (46’) гл. УП заменить функцию ps(@) на 

Риз (©) при &>0 или на ||: (—©) при k<0. 

Оператор (2), который функциям fe] Ну-! ставит в соответсг- 
вие принадлежащее W, решение уравнения (1), определяется 
первоначально на функциях с компактным носителем и ограничез 
(теорема 10 гл. УП). Его продолжение на все пространство Hy—! 
мы также будем обозначать через Айк. Пространство функций 
We, удовлетворяющих условиям излучения в слабом смысле, 
определяется: как область значений оператора (2) (с областью 
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определения Ну—). При этом < Ёесли s>1—2m (см. заме- 
чание 2 к теореме 11 гл. УП). Таким образом, справедлива 
Теорема 1. Пусть эллиптический оператор а удов- 
летворяет условиям 1,2 и 5=К*. Тогда при всех RER', R40 
существует ограниченный, определенный на всем пространстве 
Ну- оператор _(2), переводящий каждую функцию fe Ну" 
в решение и, = уравнения (1), удовлетворяющее условиям 
излучения в слабом смысле, причем US Wk, если $5>1—2т. 
Отметим, что из определения пространств № следует, что 


МЕ =n*,, МЕ = ПА, (3) 


где П — оператор, который каждой функции U(x) ставит в соот- 
ветствие 9 (—х). При этом равенства (3) справедливы и без опе- 
ратора II, если P(k, с) =P(k, —o) при всех вещественных с (т. е 
если оператор Р содержит дифференциальные мономы только чет- 
ного порядка). 

Будем обозначать через а= (9, ..., ап) вектор o/|o|, ое К”. За- 
пишем многочлен P(k, 6) в сферических координатах P= 
=P(k, |в|а) и вместо |o| рассмотрим комплексный параметр 2. 
Коэффициентом при =?” у многочлена P(k, Za) является величина 
P(0, а) =Po(a), где Po(o) — старшая однородная часть многочле- 
на Р(с). В силу эллиптичности оператора Р указанный коэффи- 
циент отличен от нуля и, значит, корни относительно 2 многочлена 
P(k, га) являются непрерывными функциями а. При фиксирован- 
ном а=о? и R>O в силу свойства 4, наложенного на оператор P, 
многочлен P(k, га) имеет х положительных корней 2=9; (а), 
ф;>0, отвечающих точкам пересечения луча &= а® с поверхностя- 
ми 5$; (Е), и х отрицательных корней, отвечающих пересечению 
противоположно направленного луча с этими поверхностями. Дру- 
гих вещественных корней многочлен Р(А, 2а) не имеет. Учитывая 
еще однородность многочлена по переменным (k, г), получаем 
следующее утверждение. 

at ass ма 1. Корни многочлена P(k, га) имеют вид z=q;(a)k, 
l<j<2m, где ф/(а) >0 при 1<]<х и существуют такие у>0 в 
yi>0, что точки g(a), |>х, находятся вне угла {2 : |аге 2| < у} 
и вне круга {г : |2| <i}. 

Напомним, что вектор и=(щ... и»), компоненты которого 
равны +1, определяет выбор ориентации поверхностей S;(k) (по 
вектору нормали р; УТ (Е, o)) и тем самым фиксирует однознач- 
но условия излучения. Через 5; обозначается константа | или —1. 
в зависимости от того, будет ли вектор нормали p;VT внешним 
или внутренним по отношению к ограниченной области с грани- 
цей S;(k). 

Обозначим через [(а, p, k), #>>0, контур в комплексной плос- 
кости 2, который получается в результате деформации полуоси 
2>0 в окрестности точек 2=9;(а)Ё, 1<]<х, в полуплоскость 
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Imz>0, если 6;=1, и в полуплоскость Imz<0, если 6;= —1. 
Точка 2=0 должна оставаться концом контура. Кроме того, эта 
деформация должна быть настолько малой, чтобы в ее процессе 
не приходилось проходить через точки 2г=ф;(а)Ё, j>x, т. е. кон- 
тур / должен быть таким, чтобы на самем контуре, а также в об- 
ласти между / и полуосью г>>0 не было точек 2=ф;(а)^, R>O. 
Контур [, очевидно, можно считать гладким и гладко зависящим 
отаи > 0. 

Пусть Ue sarge Тогда f(o) аналитична и убывает Ha бес- 

конечности быстрее |с =n при любом №. Поэтому интеграл 
42( 0%, х 
Uy (x, В) = (2л)-" : { gt Te OO) ia (4) 
P(k, za) 
laj=1 Ya,n,k) 

определен и не зависит OT точного вида контура [, построенного 
указанным выше способом. Отправной точкой для изучения ана- 
литических свойств оператора Ай». является 

Лемма 2. Если Р — эллиптический оператор, удовлетворяю- 
щий условиям 1,2u4u {еС.®(К"), то-функция u,=A,f дается 
формулой (4). 

Это утверждение можно доказать непосредственно, опираясь 
на теорему 6 и формулу (13) гл. УП. Но еще проще сделать это, 
предварительно установив полезную не только для доказательства 
леммы 2 связь между аналитичностью оператора Ай» и принципом 
предельного поглощения. 

Обозначим через п! (и?) тот из векторов р, при котором ориен- 
тация сразу всех поверхностей 5;(Ё) задается вектором внешней 
(внутренней) нормали. Вектору р! соответствуют константы 6), 
1<]<х, все равные единице, а вектору |? соответствуют 6;= —1, 
1<j<x. Компоненты pj? векторов р\2 можно определить из усло- 
вий 


wiy=sign<o, УоТ(Ё, в) >, ое 5; (Е); р;= — ри. (5) 
Действительно, если вектор pjVol (А, в), ве5;(Ё), определяющий 
ориентацию поверхности S;(k), является вектором внешней (внут- 


ренней) нормали, то в силу условия 4, наложенного на опера- 
тор P, он должен образовылати острый (тупой) угол с вектором ов. 


Пространства We", We" будем называть первым и соответственно 
ee нормальным пространством. Операторы AM, при p=! и 
=? будем для краткости обозначать через А, А?» состветст- 
ane: 
Рассмотрим ae es близкое к уравнению (1): 


T (bo ie, 1-5 i Sr) Pa (№1 =) 4 =f, [Е Со, (6) 


где ko>0, e340. Многочлен T (ko-Fie, o) запишем в виде 
T (koFie, 0) =T (ho, 6) +ieQs(e, в). (7) 
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Конечно, многочлены Qi тоже зависят от №. Напомним, что в $3 
гл. УП было определено понятие соответствия оператора Q век- 
тору р, позволяющее получать решения уравнения (1) предель- 
ным переходом из решений близких уравнений. = 

Лемма 3. Существует такое e>0, что при O0<e<e оператор 
О+(е, 10/9х) (@-) соответствует вектору (р?) и, значит, при 
0<=<а, уравнение (6) однозначно разрешимо в пространстве S’, 
решение u+,=S’ равно 

м —i(9, x) 
uf = (2x) (—_L@)¢ —__ ig (8) 

T (Ro ¥ #,0) Р! (№, 0) 
вп 
и сходится в пространстве $’ при === +0 к решению A';,f (A, |) 
уравнения (1). 

Доказательство. Из леммы | следует, что Т (№-Е, ©) 520 
при ое” и любом e>0 таком, что tg(e/ko)<y, где константа у 
определена в лемме 1. Для доказательства соответствия оператора 
О. (Q_) вектору и! (р?) остается проверить, что при ое$; (№), 
1<]<х, выполнены соотношения 


1;9+ (0, в) >0, 12,9—(0, в) <0. (9) 


Из (7) следует, что 0+ (0, в) =F Tn (ho, в). А так как в силу одно- 
родности многочлена Т(Ё, с) при Т(Ё, в) =0. справедливо соотно- 
шение АТ» + <с, У.Г>=0, то при се5; (№), 1<]<х, имеем 
Q(0, с) = +ho!<o, VoT (Ro, в) >. Вместе с (5) это доказывает 
справедливость неравенств (9). Остальные утверждения леммы 3 
являются следствием теоремы 9 гл. УП. № 
Доказательство леммы 2. Поскольку [е=Си>\К”), то 
(0) убывает при |6|-> со быстрее |с|-М при любом М и unter- 
рал (8) абсолютно сходится. Перейдем в нем к сферическим 
координатам: 
bed = — 2. a,x) 
uf (2л)—" [ | г Теа, (10) 
И T (ko ¥ ie, za) Py (Ro, 2a) 
tal=1 0 
Из леммы | следует существование такой окрестности У поло- 
жительной полуоси комплексной плоскости 2, что при достаточно 
малых e>0 все корни (относительно =) знаменателя подынтег- 
рального выражения в (10), кроме корней 2#*=Ф; (а) (Role), 
l<j<x, находятся вне У. Поскольку точки 2, 1<]<х, лежат в 
полуплоскости -Imz>0, а функция f(2a) — целая, то интеграл 
(10) не изменится, если в нем заменить интегрирование по полу- 
оси 2>0 на интегрирование по контуру 1+(а), получающемуся, 
если указанную полуось продеформировать, слегка сдвинув в ок- 
рестности точек ф; (а) №, l<j<x, в полуплоскость +Imz>0. После 
этого в формуле (10) можно будет равномерно по х на любом 
компакте в К” перейти к пределу при e->+0. Поскольку 7(0) 
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убывает при |o|— со быстрее |в|-№ с любым М,то указанный 
предел существует и совпадает с функцией (4) при p=, j=1, 2, 
соответственно. Вместе с леммой 3 это доказывает справедливость 
утверждения леммы 2 при p=p), | =1, 2. 

Далее, из формулы (4) и леммы 1 ‘следует, что при любом p 
разность и»: —и„ функций, определенных формулой (4), равна 


—iz(a,x) 
1—uy = —(2n)-2 WV [21 | da, 
aie ы ¢ ) — { { т; (k, za) Py (R, za) z= (aye 


(11) 


где суммирование идет по тем j, для которых yy == pj. Очевидно, 
при =>0 


ТЕЬ, 20) = (уст, 9, тг} = в | (УоТ(ь, 9,2) 


laj=1 


Последнее равенство следует из (5). Вместе с формулой 
(WoT, 
ds = ИТ» | lo}! da 
[Ус 71-16 | 


для площади элемента поверхности rte) это показывает, что раз- 
ность (11) совпадает с разностью A‘yf—A"zf, вычисленной с по- 
мощью формулы (13) гл. УП. Поскольку u,:=Ataf, отсюда сле- 
дует, что и„=Ай{ при любом ци. № 

Основной инструмент, позволяющий доказывать аналитичность 
оператора Ав, дает 

Лемма 4. Пусть U — некоторая ограниченная область ‘комп- 
лексной плоскости k и L=L(a, Е) — контур в комплексной плос- 
кости 2, определенный при REU, |a|=1 и удовлетворяющий сле: 
дующим условиям: 1) контур L непрерывен и состоит из конечного 
числа непрерывно дифференцируемых кусков, непрерывно диффе- 
ренцируемо зависящих or REU и а, |а|=1; 2) либо контур L 
замкнут, либо положение его концов не зависит от k; 3) сущест- 
вует такое R>O, что либо контур L находится целиком внутри 
круга |2|<К, либо вне этого круга контур L совпадает с лучом 
{z:Imz=0, Rez>R}; 4) длина части Li;=Lf{z:|z|<R} контура 
L ограничена константой, не зависящей от k ua; 5) Р(Ё, 2а)=20 
при 2е=Г (а, k). ‚ 

Тогда при любом $>0 оператор &, который каждой функции 
feCom(R") ставит в соответствие 


Теа) С. 

п—1 ——_— 

u, (x) = &,f = { { 2 P (em) dzda, (12) 
Jal=1 L(a,k) 


продолжается до ограниченного оператора из пространства Hy—! 
в Hy”, аналитически зависящего от ЕЦ. 
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Доказательство. Прежде всего заметим, что из нало- 
женных на контур Г. условий вытекает существование такой кон- 
станты h< оо, что |Imz|<h при ze и, значит, при 2z]L 


Feal< [д еек < [Пре de < CI bot < Cie 
в" в" 


(13) 


Из леммы | следует, что константу R>O можно считать на- 
столько большой, что Р(Ё, za)40 при |2|>Ю и ЁеО0. Пусть 
9 (<) =1 при |o|>R и6(0) =0 при || <К. Так как f=Co~(R"), 
то 7 (с) убывает при |с|-> со быстрее |с|-№ при любом М. Значит, 
интеграл (12) по области | абсолютно сходится и форму- 
лу (12) можно записать так: 


Hew и 


P(k, га) 


оо 0") 


P(k, 6) do. 


Uy (x) = at 
Под Ly(a4h) 


deda + { 
- 


(14) 


Если весь контур L(a, k) находится в круге |2|<К, то второго 
слагаемого в правой части формулы (14) не будет. От этого до- 
казательство леммы только упростится. Обозначим первое слагае- 
мое, стоящее ‘в правой части равенства (14), через и» (х), вто- 
poe — через и?» (х). Оценим каждое из них в отдельности. Диффе- 
ренцируя функцию и\» (х), внесем производные под знак интеграла 
и, оценивая по модулю подынтегральное выражение, учитывая 
условия, наложенные на L(a, №), получим, что при любом 
P= (Рь, -., Pn) 

р, 1 Я —#2(а,х) и 
|D? up (х) | < Ср () ue пах |7 (ea) € IS Се 
(15) 


Последняя оценка вытекает из (13) и того, что |Imz|<A при 
ze@L. Из (15) следует, что 


Jue brome <C (И y-t- (16) 

Далее, 
5+ 2т 
7 ол 9) <) а -- 10) 2 
[a letom = (лу: “Sl. 

Так как P(k, o)40 при |o|>R и REO, то при REO 

| 0 (в) Cc 

P(k,o) | ~ (1-16 [)” * 
Значит, 


По (x) рая < CH (1 + | оч (6) by = СИ Ь < Cli kay. 
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A Tak Kak 
(5х) [з++2т,ь < Си (х) Ilstom, 


то из этих последних двух оценок и оценки (16) следует ограни- 
ченность оператора ® при kEU, как оператора из пространства 


Ну в НУ?" с областью определения Cy (”). Поскольку функ- 
ции изСо’ (R") плотны в Ну-ь то оператор можно продолжить на 


все пространство Н\,-1. 

` Докажем аналитичность оператора Lx. Так как {еЕСо® (Е"), то 
функция 7(0) является аналитической и, значит, 1(2а) — целая 
функция 2е=С. Возьмем произвольную точку REU и заметим, что 
так как корни многочлена P(k, za) непрерывно зависят от k, a 
подынтегральное выражение в формуле (12) аналитически зависит 
от 2, то существует настолько малая окрестность OCU точки R, 
что в формуле (12) при всех REO можно взять один и тот же кон- 
тур интегрирования L(a, Rk); причем P(k, 20)5=0 при №е0 и 
ze@L(a, ®). После того, как. мы зафиксировали контур интегриро- 
вания в (12), можно, дифференцируя равенство (12) по №, внести 
производную под знак интеграла. После этого для производной 
легко получить ту же оценку, что и для оператора ®&, т. е. совер- 
шенно тем же методом, каким доказывалась ограниченность опе- 
ратора &, доказывается ограниченность оператора d &,/dk, что 
эквивалентно аналитичности оператора ky. 

Будем через [0] обозначать оператор, переводящий все прост- 
ранство в нуль. При доказательстве следующего утверждения 
используются методы, развитые в теории ветвления интегралов, 
зависящих от параметра (см., например, [70]). 

Теорема 2. Пусть эллиптический оператор Р\(10[6х) удов- 
летворяет условиям 1, 2 и 4. Тогда оператор Ав», Е>>0, как огра- 
ниченный оператор из Н',1 (К") в НУ?" (К"), з>0, продолжается 
апалитически в комплексную плоскость параметра К. . 

Аналитическое продолжение этого оператора (которсе также 
будем обозначать через Ай») обладает следующими свойствами: 

1. Если п нечетно и п<2т, то оператор Ань является аналити- 
ческой функцией параметра Ё для всех комплексных k=40, имею- 
щей в точке R=0 полюс порядка не выше 2m—n. Если разложение 
оператора Ан, в ряд Лорана в окрестности точки Е=0 имеет вид 


2т—п № 
д = У +, 
]=1 


где Ми(Е) — аналитическая функция параметра k, то операторы 
№; являются конечномерными и переводят любую функцию из 


Aya (R") в многочлен порядка He выше 2m—n—j. 
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2. Если п нечетно и n>2m, то оператор Ай» является целой 
функцией параметра k. 
3. Если п четно и n<2m, то оператор A*, представим в виде 


Ав; = Рип kR+ MY, (17) 


где Ей, и Ми» являются ограниченными операторами из Ну") 


в Hy?" (R"), оператор Fu, является целой функцией параметра 
k, а оператор Ми» является аналитической функцией параметра 
для всех комплексных #520, имеющей в точке R=0 полюс порядка 
не выше 2т—п. Ecaun<2m и разложение в ряд Лорана в окрест- 
ности точки k=0 для оператора M;, имеет вид 


2т—п д 
м: = Ум, 
j=l 
где №(Е) — аналитическая функция параметра k, то операторы 


М№ ; являются конечномерными и переводят любую функцию из 
Ну (R") в многочлен порядка не выше 2m—n—j. Операторы 
а! 
“dei 
бую функцию из Ну-(Е") в многочлен порядка не выше |+2т—п. 

4. Если п четно и n>2m, то оператор Ан, представим в виде 
(17), где Fe, и MY, являются ограниченными операторами из 
Нул (R") в НИ" (К"), операторы Ев, MY, являются целыми 
функциями параметра k, оператор FY, имеет в точке Ё=0 нуль 
порядка не меньше n—2m и операторы тт Fre-0  (j>n—2m) 


являются конечномерными и переводят любую функцию из 
Н,—(Е"} в многочлен порядка не выше j+2m—n. 

5. При всех №520 (а если n>2m, то и при Ё=0) функция Ав} 
является решением уравнения (1). При всех значениях парамет- 
ра k функция Риц} является решением обноробногс уравнения (1). 

Доказательство. В силу леммы 2 значение оператора Ан», 
k>0, на функциях [=Со®(Е”) дается формулой (4). Для того 
чтобы показать, что Ай» является ограниченным оператором из 
пространства Нул (R") в НУ" (Е"), аналитически зависящим от 


k, построим некоторый контур Г=РЁ (а, k, и) в комплексной плос- 
кости 2, такой, что при f]Co~(R") интеграл 


ЕНью (120) являются конечномерными и переводят лю- 


и, (х) = Ak f = (п) { { gl 


= Р (ой, и) 


` (18) 


будет давать аналитическое продолжение оператора Ань, #>0. 
При этом, поскольку точка k=O иногда будет точкой ветвления 
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для Ав», удобнее записывать А в полярных координатах о. ф:р= 
=|#|, — << <ф=агр k< оо. 

В качестве Г при вещественных #>>0 возьмем /(a, А, и). Пока- 
жем, как строится контур Г при Ё=рехр (2), gO. Пусть кон- 
станта 6>>0 такова, что |ф;(а) | < 6/2, 1<j<2m, где функции Фу 
определены в лемме 1. Тогда можно считать, что при |2|>6р, 
р>0, контур (а, р, и) совпадает с лучом q={z:Imz=0, Ве2>66}. 
Обозначим часть контура [(а, р, и), лежащую в круге |z|<bp, 
через (а, р, и) и через Г, =Г/ (а, р, и} — контур, получающийся 
из / в результате поворота вокруг точки k=O на угол ф против 
часовой стрелки. (Это означает поворот на угол || по ча- 
совой стрелке, если ф<0.) Контур [Г состоит из [., луча ди 
дуги [», окружности |z|=b|k|, соединяющей Г и 9. При ф>0 
дуга Г. имеет вид l’p={z: |z|=b|k|, p>argz>0} и несколько раз 
проходит по окружности |2|=6|#|, если ф>>2л. Аналогичный вид 
имеет Г› при ф< 0. 

Покажем, что контур интегрирования в (18) при 0<|#|< С, 
|argk|<C и любом С удовлетворяет всем условиям ‘леммы 4. 
Требует проверки только тот факт, что P(k, 2а)==0 при zel’. По- 
скольку константа 6 была выбрана так, что P(k, 20) 520 при |2|> 
>b|k|, то достаточно показать, что Р(Ё, 2а)==0 при 2еЁ!. Для 
этого возьмем любое = роехр (ipo) и напомним, что Р(ро, га) ==0 
при 2 (а, po, и). Далее, из леммы | следует, что корни (по 2) 
многочлена Р(Ё, za) при &=№ можно получить, повернув корни 
многочлена P(po, 2a) вокруг начала координат против часовой 
стрелки на угол Фо. Точно так же получается Г, (а, ko, в) из 
l(a, ро, и). Значит, P(k, га) ==0 при ze’. 

Таким образом, к интегралу (18) применима лемма 4 и, значит, 
оператор Анк, значение которого на функциях feCo~(R") дается 
формулой (18), продолжается на все пространство Ну (R"), как 


ограниченный оператор из Ну в AY?", аналитически завися- 


щий от А при #520. При arg k=0 он превращается в оператор (4), 
аналитическое продолжение которого нам и нужно было построить. 

Исследуем поведение оператора Айк в окрестности точки k=0. 
Найдем приращение Ё№», которое получает оператор AM, при об- 
ходе параметра № против часовой стрелки вокруг точки k=0. 
Оператор FH, является ограниченным оператором в тех же прост- 
ранствах, в каких ограничен ig ly Ав» и, значит, его достаточ- 
но определить на функциях из = (А). Из построения контура Ё 
вытекает, что при {е=С® (Е*) 

—iz( a,x) 


у жи = F (za) е 
FE f = (20) | gro) Th <_____- dada. (19) 
\ol=1 ue Ea 


Из леммы 4 следует, что формула 08) определяет ограниченный 
оператор из пространства Ну в НУ", аналитически зависящий 


201 


от параметра k ‘при k=40, a из оценки (13) следует, что форму- 
лой (19) можно пользоваться при любых feH*,—1. При 1Ё| < 6—1 
оператор F#;, можно представить в виде 
? Fea) f*) 
Вер =(2n)-" [ { get РФР деда, (20) 
A P(k, za) 
\al=t1 [2\=1 


Применяя лемму 4 к формуле (20), получаем, что оператор FH, 
аналитически продолжается и в точку k=O, т. е. оператор Fry яв- 
ляется целой функцией К. 

Рассмотрим оператор 


МЕ = Ab—Fiing, Е №. (21) 
Qui 


Очевидно, при А==0 он является ограниченным оператором из 


тв 
Ну в НУ”, аналитически зависящим от параметра k и яв- 


ляется однозначной функцией Ё. 

. Заметим еще, что Ри» ==[0] при нечетных п. Для доказательст- 
ва этого факта достаточно сделать в интеграле (19) замену: 
z= —2!, a= —oy. При этом получим, что Ри = (—1) "Ри, т. е. 
Fv,= [0] при нечетных п. 

Таким образом, доказано, что при нечетных п оператор Ан» 
является однозначной аналитической функцией параметра А для. 
всех комплексных k=40, а при четных п он представим в виде (17), 
где оператор FH, является целой функцией параметра А и имеет 
вид (19), а M+, является однозначной аналитической функцией 
параметра А для всех комплексных R40. 

Докажем теперь утверждения теоремы 2, относящиеся к опера- 
тору F,. Для этого заметим, прежде всего, что из эллиптичности 
оператора P(id/dx) следует, что P(0, га) =2?тв (а), 6 (а) =0. Раз- 
ложим функцию 1/P(k, za) в ряд Лорана по г в окрестности бес- 
конечности. Очевидно, это разложение будет иметь вид 


1 < и 1 
Fem LO Sar № С, WET, C2) 


8 


i=0 
причем из определения константы 6 следует, что ряд (22) и все ero . 
производные по # и 2 сходятся равномерно при И <b-' и |2|>1. 
Из (20), (22) слелует, что при j>0_ 


Ft fleco = ВА 2-2" д; (a)f (za) е *°®) деда. 
(2луН 


di 
dki 


fo\=1 |2|=1 


(23) 


Выражение, стоящее в правой части формулы (23), можно диф- 
ференцировать по х под знаком интеграла. Применяя затем тео- 
рему Коши к интегралу по окружности |2|=1, получаем, что 
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производные по x от функций ail Fefle-o, j=0, 1, ..., порядок ко- 


торых больше, чем j-+2m—n, равны сы Отсюда следует: 1) если 
2m—n>0, то при всех />0 функция ar РЕ Ньо является много- 


членом порядка не выше j-+2m—n, 2) если 2m—n<0, то оператор 
Ев, имеет в точке #=0 нуль порядка не меньше, чем N—2m, и при 


всех j>n—2m функция sar Fe Plexo является многочленом по- 


рядка не выше j-+-2m—n. 

Для того чтобы доказать, что функция Ей! при всех k являет- 
ся решением однородного уравнения (1), достаточно заметить, 
что можно дифференцировать под знаком интеграла выражения, 
стоящие в правой части формул: (19) — при 520 и (20) — при 
[4 <5-. 

Теперь доказаны все утверждения теоремы 2, относящиеся к 
оператору FH,. 

редположим, что для оператора Ай, при достаточно малых 
значениях |k| и О<агр k<2n справедлива оценка 


[ART h+ome < СФ (LA DIF yt (24) 


THe (|k j=l, если п>2т; И) аи, если п=2т и 
$Ф(|*|) = [п-т если n<2m. Тогда, учитывая полученные выше 
результаты для операторов Fl и Мн», отсюда получаем, что AM, 
есть целая функция А, если п нечетно и п>2т, что Ань имеет в 
точке #=0 полюс порядка не выше 2m—n, если п нечетно и 
n<2m, а также, что Ми» есть целая функция k, если п четно и 
п>2т, и Мьь имеет в точке #=0 полюс порядка кг выше 2т— п, 
если п четно и п<2т. 

Таким образом, для доказательства теоремы 2 достаточно: 
1) получить оценку (24), 2) исследовать область значений опера 
торов, которые являются коэффициентами при отрицательных 
степенях k в рядах Лорана для операторов: At, — при нечетном 
n<2m и М», — при четном n<2m, 3) доказать утверждение 5 
теоремы 2. 

Переходим к доказательству оценки (24). Совершенно анало- 
тично тому, как при доказательстве леммы 4 формула (12) была 
записана в виде (14), так теперь а интеграл (18) при 
1=Со®(Е") и || < 6-1 в виде суммы 


Ak f = 04 (x) + и» (x), (25) 
= —Ко,х) 
= — Кое 
0, (x) = (2л) { Pua do, (26) 
lol>1 
т —iz(a,x) 
wy (x) = (2m) —" | го и деда, (27) 
Чьи) : 
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где 4(а, А, и) — часть контура Г(а, k, в), лежащая в круге 
|z|<1. Оценим каждое из этих слагаемых в отдельности. Пусть 
6 (6) =0 при || <! и 0(6) =1 при |0|>1. Тогда поскольку 
P(k, в) =20 при || <6-—и |с| > 2, то при || <b- 
0 (в) < Cc 
| P(&, в] a+lory” 
где константа С не зависит от А. Поэтому 


52т 
2. ~ 
Гонок < Софа = 6 Ste 71| < 
< Си + оо = СЭ, < СИ hy = 9 


Прежде чем приступать к оценке функции &» (х), заметим, что 
контур / (а, k, и) можно было строить так: построить его сначала 
для значений А, для которых |#| =1, а потом в качестве / (а, k, р} 

Ё 
взять контур, который получается из Г (2, a’ в) преобразова- 
нием подобия с центром в начале координат и коэффициентом 
подобия, равным |#|. Из эллиптичности оператора Р(19/дх) и 
того, что Р(Ё, za)=40 при 2еЁ (а, №, в) следует, что при Ze 
=РЁ (а, k, и), || =1, и O<argk<2n справедлива оценка 


|P(k, za) | > С(1-Р”). 


где { — расстояние вдоль контура Г (а, №, и) от начала координат 
до точки 2еЕГ (а, k, в). Но тогда из соображений однородности 
следует, что при любых значениях |#|, O<argk<2n и 2еЕЁ (а, №, в) 
будет справедлива оценка . 


|P(k, га) |2 С(|#|2"-Р”). (29) 


Так как |2|<1 для 2е4(а, № р) и длина контура d{a, k, п} 
при |k|<b-! и O<arg k<2n не превосходит некоторой константы 
[< oo и так как, кроме того, для подынтегрального выражения в 
формуле (27) справедливы соотношения |2|<1, |dz|=al, то из 
(27), (29) при |Ё|<6-, O<argk<2n и любом р= (рь..,р») вы- 
текает оценка 
p—tlel 


|e [7 ++ пт < 


| D? w, (х)| < С тах тах! (za) ге (“>”) | | 
a jzi<l 8 


L 
ai pol 
Coe а 
<C,e max Тео AT 


Отсюда и из (13) при s>0 получаем 
5 pi 
от < CIF, yt Е 
5 
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Легко проверяется, что интеграл в правой части последнего не- 
равенства мажорируется функцией $(|Ё|), что доказывает спра- 
ведливость оценки (24). 

Пусть теперь n<2m. Переходим к изучению области значений 
операторов, которые являются коэффициентами при отрицатель- 
ных степенях & в рядах Лорана операторов Айк (п — нечетно) и 
Ми; (п — четно). Заметим, что каково бы ни было п (четно или 
нечетно), из доказанных уже утверждений теоремы 2 следует, 
что при n<2m оператор Ан» представим (и притом однозначно) 
в виде 

2т—п vy 


a= V+ me, (30) 


t=1 


где №; и Ви(Ё) при #5=0 — ограниченные операторы из Нут 
BAY?" и при || <1, O<argk<2n справедлива оценка 


1 
1B" (6) Пн < Cn If [yl 
Здесь операторы №; те же, что и в формулировке теоремы 2, 
Bu(k)=N#(k) при нечетном п, Ви(Е) =М№ (Е) +ЕишЁ при чет- 
ном п. ‚ 

Нам нужно доказать, что оператор №; переводит любую функ- 
цию из Н*у—в многочлен порядка не выше 2m—n—i. Из леммы 4 
следует, что оператор Ук из Ну- в НУ", определенный форму- 
лой (26), является целой функцией параметра А. Поэтому для 
оператора Wz, определенного формулой (27), согласно (25) и 
(30), будет справедливо разложение: 

2т—п я sé 
w= У = + BH), 
= 


где №; — те же, что и в формуле (30), а B4(k) имеет ту же оцен- 
ку, что и оператор В! (®). Тогда для доказательства интересующих 
нас фактов относительно операторов М; (для п и четных, и нечет- 
ных) достаточно получить при || <6-! и O<argk<2n для функ- 
ции в» (х), определяемой формулой (27), оценки: 


[D? (ны < СН [| (ды (р1< 2m — п), 


12 (ны <C In Tal Фуа pl =2m—n). 


Эти оценки можно получить так же, как была получена оценка 
для | |з4оть». 

Теперь теорема 2 почти доказана. Осталось только доказать, 
что функция ик =Айя| при всех #520, а также и при k=0, если 
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a>2m, является решением уравнения (1). В силу ограниченности 
оператора Ай» достаточно рассмотреть только TOT случай, когда 
[=Со®(Ю") (это соображение уже неоднократно использовалось). 
Ho при этих [и А5=0 функцию (18) можно дифференцировать по 
х под знаком интеграла (|f(o)| убывает при ета быстрее 
любой степени). Тогда 


P(t, iS) 4) = (2x) 5 { еде > deda. 


НЕ Ро, 


‘Tak как теперь контур Г эквивалентен вещественной положитель- 
ной полуоси, то 


Р (в, i=) и, (х) = (2л)-" { [ler Fisloe<+> doym 


{а =1 


= (2л)-" \F ()e“<> do =f (x), 
Re a 


т. е. функция u, при k~0 является решением уравнения (1). По 
непрерывности она будет решением этого уравнения и при k=0 
в том случае (п>2т), когда оператор A", имеет предел при 
|k|—0, 0<аге &<2л. № ` 

Обозначим через D комплексную плоскость параметра #; если 
—л<ф<л — полярный угол в О, то через Р.=р (0<а<л) будем 
‘обозначать угол |ф|<<а (точка k=0 в О. не входит). Через Dt, 
Р-, будем обозначать пересечение Д. с полуплоскостями Imk>0 
и Imk<0 соответственно. 

Очевидным следствием леммы 1 является 

Лемма 5. Пусть эллиптический оператор P(id/dx) удовле- 
творяет условиям 1, 2и4. Тогда существует такое у>0, что 
Р(Ё, в)=20 при всех вещественных o и kREDy, т №50. При этом 
Y= тогда и только тогда, когда х= т. 

Напомним, что через F мы обозначаем оператор преобразова- 
ния Фурье (от x ко), через Е-! — обратный оператор. 

Теорема 3. Пусть эллиптический оператор P(id/dx) удов- 
летворяет условиям 1, 2 и 4. Тогда при Е=О+., и R&=D-y уравне- 
ние (1) для любых fEHs(R"), —coo<s< со, имеет и притом един- 
ственное решение, принадлежащее поостранствиу Н*+”(К"). Это 
решение дается формулой 

aa —| o 
u(x) =РЕЕЕЕ FO : (31) 

Оператор Pr-, определяемый формулой (31), является ограни- 
ченным оператором из пространства H*(R") в H*+2™(R"), анали- 
тически зависящим от параметра k при R=D-y, R=Dty. 


Доказательство. Первое утверждение теоремы 3 является 
-тривиальным следствием теоремы 2 гл. УП и леммы 5. Точно так 
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же, как и теорема 2 гл. УП, доказывается ограниченность операто- 
pas P;', kED,, Imk0, что эквивалентно аналитической за- 


висимости от параметра оператора Р»'. № 
__ Всюду дальше будут рассматриваться не любые пространства 
W,, а только Te, при построении которых ориентация сразу всех 
поверхностей S;(k) выбирается по вектору внешней нормали или 
сразу всех — по вектору внутренней нормали; будем называть их 
соответственно первым или вторым нормальным пространством. 
Вектор р, задающий ориентацию поверхностей S;(k), соответст- 
вующую первому или второму нормальному пространству, обозна- 
чается соответственно через p! и и, а операторы А#’,АЁ’ обозна- 
чаются, для краткости, через А», 

Напомним, что через П обозначается оператор, который каж- 
дой функции (3) ставит в соответствие функцию U(—x). 

Теорема 4. Пусть эллиптический оператор Р (19/9х) удовлет- 
воряет условиям 1, 2 и 4, fe Hy (к, $20. Тогда АГ = РЕ 
при ke Буи | =РЕ!| при ЕЕ БУ, т. е. функции АЕ| при ke 
ED; и A; р при ke Df} принадлежат Ht?" (Е") и являются реше- 
ниями уравнения (1). 

Если к тому же х=т (и, значиту=п), то при всех значениях 
Е справедливо тождество ’ 


А = п Ai, II, в = в = = кем. . (32) 


В частности, при k=pe-‘*, p>0, функция A';f является решением 
уравнения (1), принадлежащим второму нормальному пространст- 
ey У, Е< 0, а при ЕЁ =рем, р>0, функция Аз является реше- 
нием уравнения (1), принадлежащим первому нормальному про- 
странству Wk’, k >0. 

Замечание 1. Значения параметра №, принадлежащие 
вещественной отрицательной полуоси,, мы записываем в виде 
k=pe', p>0, и в виде А=ре-*", p>0. Это связано с тем, что опе- 
ратор Ай», согласно теореме 2, имеет в точке k=O при четных п 
точку ветвления. Формулы k=pe***, р>>0, указывают, с помощью 
какого обхода вокруг начала координат получено интересующее 
нас значение параметра. Аналогичный смысл имеет запись пара- 
метра в формуле (32) в виде №! =Аей*, а не в виде А! =— 

Замечание 2. Из теорем 2, 4 следует, что если оператор 
P,-, определенный при АЕДО-, (или при R&=D+,), рассматривать 
не как оператор из пространства Нг в H*+2m, а как оператор из 
пространства Hy в Н\"", то он будет аналитически продол- 
жаться по параметру А на комплексную плоскость D или на рима- 
нову поверхность функции Ink (в зависимости от нечетности или 
четности п). При этом при &>>0 получится оператор, переводящий 


функции [Е Ну" в решения уравнения (1), принадлежащие 
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первому (или второму, если первоначально k=D+,) нормальному 
пространству We. 

Доказательство теоремы 4. Эту теорему достаточно 
доказать только для случая, когда функция Ав{ при #>0 при- 
надлежит первому нормальному классу У. Второй случай изу- 
чается совершенно аналогично. 

Теорема 3 утверждает, что при kR=D-, оператор Px является 
ограниченным оператором из Н?: в Ht”, аналитически зависящим 
от параметра ke@D-,. Но тогда этот оператор является также 
ограниченным оператором из Hy в Hy”, аналитически завися- 
щим от параметра АеД-,;. Поскольку оператор A!, также анали- 
тически зависит от параметра А, для доказательства первого ут- 
верждения теоремы 4 достаточно показать существование таких 
Ro>0 и e0>0, что Ataf =Рь-4 при R= ko—ie, 0< < а и [С° (К”). 

Оператор A’, при k=ky—ie, O<e<eo, определен формулой (18). 
Так как корни многочлена Р (Ё, Za), согласно лемме 1, непрерывно 
зависят от k, то при достаточно малом =0>>0 в формуле (18) 
вместо контура Г (а, k, и!) можно взять контур Г (а, Ro, 1), т. е. 
при k=ko—ie, 0<=< го, имеет место формула 


т —{2<о,х> 
Ау = (2n)-" ater 
Ps аль) P(k, za) 


С другой стороны, при тех же значениях №, если e9>0 доста- 
точно мало, функция Рик дается тем же интегралом (33). Это 
доказывается дословным повторением рассуждений, с помощью 
которых при доказательстве леммы 2 было показано, чт Ue > An 
при == -+0. В этих рассуждениях нужно только заменить 
Р:(№, с) на Р:(№—4, 0). Первое утверждение теоремы доказано. 

Докажем равенство (32). В силу теоремы 2 операторы А* и 

ПАП (Е, =”) являются ограниченными операторами из про- 
странства Hi в Нм. аналитически зависящими от А. Поэтому 
достаточно доказать, что они совпадают при Ае=О-„. Но при этих 
значениях А, согласно уже доказанной части теоремы, функции 
и=А[ио =ПАП) принадлежат He и функция и удов- 
летворяет уравнению (1), a v(—x) — уравнению P(—k, 
10/0х) v(—x) =f(—x). Так как P(—k, id/dx)=P(k, —id/dx), то 
функция v(x) также удовлетворяет уравнению (1). Теперь из тео- 
ремы 3 следует, что u=v. Последнее утверждение теоремы следует 
из утверждения 5 теоремы 2 и равенств (3), (32). № 


424. (33) 


$ 2. Уравнения с переменными коэффициентами 
и задачи во внешности ограниченной области 


Пусть P(x, k, 19/9х) — эллиптический дифференциальный опе- 
ратор вида 


P(s, ti) = (# i) + В (* Ri), (34) 
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где оператор P(k, {0/0х) — тот же, что и в предыдущем пара- 
графе, a R(x, А, 0/0х) — оператор порядка не выше 2m, полино- 
миально зависящий от параметра №, причем степень многочлена 
R(x, №, 6) относительно совокупности аргументов (А, ©) не пре- 
восходит 2т. Относительно коэффициентов оператора К пред- 
полагается, что они бесконечно дифференцируемы и принадлежат 
пространству Leo. Заметим, что коэффициенты при производных 
порядка 2т у ‘оператора (34) не зависят от А. Значит, эллиптич- 
ность оператора (34) не зависит от значения параметра А. 

В этом параграфе рассматривается уравнение во всем прост- 
ранстве` 
9 


дх 


Р (x, hy i ) u(x) =F (x) (35) 


и эллиптическая задача в области ©: 


д 
P (x, k, i —— | и(х) =f (x), хЕ®, 

( x) (36) 
B(x, ki) дк =0(0. 


Здесь B(x, №, id/Ox) — вектор из операторов B;(x, #, id/dx), 
1<]<т, $(х) = ($1 (х), -.,Фт(х)}, функции B;(x,k,o) являются 
многочленами по (№, 0) порядка mj, где т; — порядок граничного 
оператора В; (х, №, 0/дх), и выполнены условия Шапиро — Лопа- 
тинского. Заметим, что это последнее требование, предъявляемое 
к задаче (36), также не зависит от значения параметра #, посколь- 
ку от & не зависят коэффициенты при старших производных опе- 
ратора (34) и операторов В, (х, k, id/dx). Для простоты всюду 
считается, что граница Г области Q и коэффициенты операторов 
B;(x, k, i0/0x) бесконечно дифференцируемы. 

Как и раньше, через Ва обозначается шар (открытый) радиуса 
4 в В", с центром в начале координат. Через Ко>>0 обозначим 
константу такую, что граница Г области Q лежит в Br,. 

Правая часть в уравнениях (35) и (36) будет предполагаться 
принадлежащей соответственно пространствам Я\у-1 (R"), Hy (©), 
где p=exp(—r?) и для любой функции ф=Ф(х) через Н*(9) 
обозначается пространство Соболева — Слободецкого с весом ф 
(см. $ 1, где было определено Н*, (К”)). 

В главе VI для зависящих от параметра эллиптических урав- 
нений и краевых задач было определено понятие эллиптичности 
< параметром. Будем говорить, что уравнение (35) удовлетворяет 
условию by (условию be), если найдется такой луч Jp, ={k: argk = 
= фо}, принадлежащий области D-, (соответственно области О+,), 
что уравнение (35) будет эллиптическим уравнением с парамет- 
ром АЕ». Например, если R(x, №, с) как многочлен относитель- 
но (№, с) имеет степень меньшую, чем 2m, то условие 6, (62) вы- 
полнено, и в качестве /, можно взять любой луч, принадлежа- 
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щий D-, (D+,). Будем говорить, что для задачи (36) выполнено 
условие cy (условие сз), если найдется такой луч», принадле- 
жащий области D-, ‘(соответственно D+,), что npHkEly, зада- 
ча (36) является эллиптической задачей с параметром. 

Обозначим через В!, (В+), k>0, оператор из просгранства 
Hy (В") в НУ" (Е), который каждой функции ff © Hy (R") 
ставит в соответствие принадлежащее первому (второму) нор- 
мальному пространству W;, решение уравнения (35). Через 
Ну- (©, Г) обозначается прямая сумма пространств Н\у- (Q) и 

s+2m—m j— — . 

Н ? (Г), 1<]<т, через C',(C%), Е>0, обозначим 
оператор из пространства НУ-1 (9, Г) в Hy?" (9), который 
каждому вектору ({, $) © Ну-1 (©, Г) ставит в соответствие при- 
надлежащее первому (второму) нормальному пространству 
WE (©) = НУ” (0) решение задачи (36). Очевидно, операто- 
ры Biz, i=1, 2, определены при тех и только тех значениях №, для 
которых уравнение (35) имеет и притом единственное принадлежа- 
щее соответствующему нормальному пространству We решение 
при mo6oif = Hy (R"). Аналогичное утверждение имеет место 
и для операторов С*», i=1, 2. 

В этом параграфе будет изучаться вопрос о существовании опе- 
раторов Biz, С*,, i=1, 2, а также об их аналитических свойствах 
относительно параметра А. Всюду ниже предполагается, что ин- 
декс $, участвующий в определении встречающихся ниже прост- 
ранств, таков, что $> тах (0, —2т- т;- 1). 

Обозначим через Dy область, в которой оператор Ан» конечно- 
мероморфен (определение конечной мероморфности см. B § + 
гл. V1). Согласно теореме 2, область Dn совпадает со всей комп- 
лексной плоскостью А, если п — нечетно, и Dn — риманова по- 
верхность функции Ink, если п — четно. Напомним, что через Wp 
обозначается оператор, отвечающий задаче (36), который каждой 
функции иеНз+” ставит в соответствие вектор (f, 9) &/*(Q, Г) 
из правых частей задачи (36). 

Этот параграф посвящен доказательству следующих лвух тео- 

ем. 

х Теорема 5. Пусть эллиптический оператор P(id/dx) удов- 
летворяет условиям 1, 2 и 4, коэффициенты оператора R(x, k, {0/0х) 
принадлежат Lso, для задачи (36) выполнено условие сл (с2) и 
5> тах (0, —2т- т;-- 1). Тогда при R=D-» (D+,) оператор 


9%: Ht?" (9) > Hs (Q, Г) (37) 


аналитически (полиномиально) зависит от k и фредгольмов при 
каждом значении ВЕ Оу (Dt), операторы Ю, == при тех же 
значениях Е образуют конечно-мероморфное фредгольмово семей- 
ство операторов. 
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Обозначим через В» оператор 
Re: Ну (9, Г) > HY" (©), (38) 


который получается из оператора К», если указанным в (38) спо- 
собом сузить у оператора К» область определения, а результат 
действия оператора рассмотреть в более широком пространстве, 
т.е. 
В =1. В, 1: Hy (©, Г) -> Hs (©, Г), Ip: Ht?" (9) > НУ" (9). 
(39): 

в В, J, — операторы вложения. 

Через Ls,» обозначим пространство функций г52г(х), все произ- 
ет которых до порядка {|s|} ведут себя как 0(4?) при 
х|->оо. 

Теорема 6. Пусть эллиптический оператор P(id/dx) удов- 
летворяет условиям 1, 2 и 4, коэффициенты оператора К (х, К, р 
принадлежат Le», для задачи (36) выполнено условие cy (ce) 
s>max(0,—2m+mj+1). Тогда оператор С!» (C*,), k>0, dope: 
лен * и является ограниченным оператором из пространства 
Ну- (9, Г) в. НУ?" (9) при всех значениях k>0 за исключением,. 
может быть, некоторого дискретного множества точек. При этом 
оператор C', (С?»), RO, продолжается как конечно мероморфная 
функция параметра Ё на всю область Dn. Это продолжение также 
будет обозначаться через С*ь, i=1, 2, а совокупность полюсов One: 
ратора Ci, — через Л:. Операторы Ci, обладают следующими 
свойствами: 

1. При всех REDzNA; функция С ft $) удовлетворяет урав- 
нению и граничным ры задачи (36 | 

2. С\ь=В, при RED-y, =R, при В. Полюса оператора. 
C1, (соответственно Ch), palm в области *р- т (соответственно- 
D+,) находятся в тех и только тех точках области D-, (D+,), для 
которых однородная задача (36) имеет нетривиальное решение, 
принадлежащее Н+2т (5). 

3. Полюса оператора С‘ь (соответственно С%), лежащие на 
полуоси k>0, находятся в тех и только тех точках этой полуоси, 
для которых однородная задача (36) имеет нетривиальное реше- 
Hue, принадлежащее первому (соответственно второму). нормаль- 
ному пространству Ив» (©). = 

4. Если х=т (и, значит, у=п), то при k=pe-*™, p>0, REAL 
функция Ct (Ff, $) принадлежит второму нормальному пространст- 
ву WE (©), k<0, а при Ё=рем, р>0, ВЕЛ» функция C2 (1, $) 
принадлежит первому нормальному пространству We (©), Ё< 0. 


* Т. е. задача (36) при всех (f, Ф) еНу-1 (©, Г) имеет и притом единст- 


венное решение, принадлежащее первому (второму) нормальному пространству 
WE (Q). 
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5. Если x=m, то полюса оператора С!» (соответственно Cp), 
лежащие на полуоси k=pe-'*, р>>0 (соответственно k=pe'™, p>0), 
находятся в тех и. только тех точках этой полуоси, для которых 
однородная задача (36) имеет нетривиальное решение, принадле- 
жащее второму (соответственно первому) нормальному прост- 
ранству т, (©). 

Замечания. 1. Замечание | к теореме 4 в равной степени 
относится к теореме 6. 

2. В приложениях часто приходится изучать аналитические 
свойства решений задачи (36), определенных первоначально вне 
непрерывного спектра, т.е. при k@D+,. Эти решения и имеют вид 
u=4%,—!(f, p). Согласно теореме 5, оператор Кк=%»-! конечно-ме- 
роморфен при k]=D+, . Легко видеть, что даже в случае уравнения 
< постоянными коэффициентами в А” соответствующий оператор 
Re не имеет аналитического продолжения за пределы области D+*,. 
Согласно теореме 6, полученный из оператора Ю», оператор А» 
допускает конечно-мероморфное продолжение на всю комплекс- 
ную плоскость, если размерность пространства п нечетна, или на 
риманову поверхность функции Ink, ебли п четно. Значит, если 
вектор (f, ф) из правых частей задачи (36) принадлежит прост- 
ранству H*, ,(Q, Г), то решение задачи, определенное первона- 
чально при R@D*,, как элемент пространства Hy%+2"(Q) меро- 
морфно продолжается на область Dn. 

В следующих главах мы будем использовать обозначение К» 
для оператора %„-! и К» — для оператора (39) и для его меро- 
морфного продолжения на Dn, поскольку эти обозначения обще- 
приняты для резольвенты оператора (в том числе и для резоль- 
венты оператора, полиномиально зависящего от спектрального 
параметра А). При доказательстве теоремы 6 мы тот же оператор 
R, обозначаем через Ci,, j=1, 2 (или Bs, в случае уравнения во 
всем пространстве), чтобы не путать его с дифференциальным опе- 
ратором R(x, k, id/Ox) (формула (34)). 7 

3. Заметим, что, продолжая мероморфно операторы К», опре- 
деленные первоначально при k@D+, или АеЕДО-, мы получаем два 
разных семейства операторов в Dy (как в случае четного п, так и 
в случае нечетного п). 
` 4. Для уравнения (35) справедливы точные аналоги теорем 5, 
6, в которых вместо условий с1 (C2) предполагаются выполненны- 
ми условия 6! (62). 

Прежде чем доказывать теоремы 5, 6, получим несколько вспо- 
могательных утверждений. Хорошо известна 

Лемма 6. Пусть функции a(x) и 6(°) ограничены и стре- 
мятся к нулю на бесконечности. Тогда в пространстве 1[»>(К”} 
оператор is 

G:f(x)>a(x) [5 ®Гоет<> do 
в" 


компактен. 


212 


Доказательство. Пусть 5(2) =1 при #<1, €(¢#)=0 при 
t>1, а, (х) =а(х)5(|х|/п), Пе Фо) и С» — оператор, 
который определяется той же формулой, что и С, с заменой а на 
a, иб на bn. Очевидно, |С„—С|->0 при noo. С другой стороны, 
оператор Gn компактен, как произведение ограниченного опера- 
тора (преобразования Фурье) и интегрального оператора с сумми- 
руемым с квадратом ядром Kn=an(x)bn(o)exp(—i<o, >). 

Лемма 7. При любых ki, 2=@„\\{0} оператор А — Ай 
является ограниченным оператором из пространства Ну- (©) в 
Hye (R’). 

Доказательство. Пусть R>O таково, что при всех a и 
ох контуры Г (©, p, ki), 1=1, 2 (формула (18)) идут по лучу 
{z:Imz=0, Ке2> В}. Тогда при feCy” (R") и k=R;, i=1, 2, интег- 
pan (18), определяющий оператор Ай», можно записать в виде 
{14), где [1(а, k) — часть контура V(a, и, А), лежащая в круге 
|2| <К. Представим каждый из операторов Ab, в виде суммы 
двух слагаемых, соответствующих слагаемым в правой части фор- 
мулы (14). Тогда поскольку разность P(ki, o)—P(ke, в) является 
многочленом по с порядка не выше 2—1, то легко проверить, 
что разность вторых слагаемых есть ограниченный оператор из 
пространства Н*(В") в Нз+2т+1 (Е"), и, значит, она будет ограни- 
ченным оператором из Ну- (В) в ен (R"). Первые слагаемые 
и, значит, их разность будут ограниченными НЫ из 
Ну (В") в НУ" +1 (В") согласно оценке (15). 

Лемма 8% Если коэффициенты oneparo, = R(x, k, 19/9х) 
принадлежат Le», то при любых ky, kx=Dn {0} оператор 


R ( x, ky i =) AL—R (x ky я АЁ: Ну (R’) > НУ (R’) 


компактен. 
Доказательство. Запишем интересующий нас оператор 
в виде 
[в (+ 2 )—R(x hy, i =) + 
+R (x hy i ) [АЕ — Ak]. 


Компактность каждой из половин полученного выражения легко 
проверяется с помощью лемм 6, 7. 

Напомним (см. гл. VI), что через Нз® (©), s>0, обозначается 
пространство Солобева — Слободецкого с нормой 


| Ullyso (я) = [ Ти (я) + ps [и РО м ‚р> 0, 


и аналогично определяется пространство Н*® (Г). 
Лемма 9. Пусть выполнены условия теоремы 5. Тогда при 
kREly, и р=|#| достаточно больших ядро оператора %»ь три- 
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виально, а для принадлежащих H2™(Q) решений ик задсчи (36) 
справедлива оценка 


т 
о ненольо (a) <C [IF bso + У, [ФИ пати | ® 
j=! H [) 


где константа С не зависит от р= ||. 
Доказательство. Очевидно, при ЕЕ», справедлива 
оценка 


< С ("+ [9 )-т, p =k. 


т 
Из этой оценки и ee (31) следует, что — ЕЕ, us>0 
IP Fllpgst2m,o (a < Сна (Ry В = 12|. (41) 


Обозначим через ,е=Н*+т(К") продолжение решения 
иеНз+"т(9) задачи (36) на все пространство К” без потери 
гладкости с помощью оператора [, свойства которого приведены в 
формулах (7), (8) гл. VIII. Тогда 


P (x, в) tip =, XE R’, (42) 
Ix О 
где коэффициенты оператора Р считаются продолженными произ- 
вольным образом с сохранением бесконечной дифференцируемости 
в Е"\ о, а fr — некоторая функция, совпадающая cf при x=Q 
и обладающая оценкой 


| fe | к" < <с lf [р (Q) + Jul ,s+2m,0 (ony ]+ 


причем константа С не зависит от р=|#|. Перенесем слагаемое 
R(x, k, i0/0x)d, в правую часть уравнения (42) и воспользуемся 
затем оценкой (41). Получим 


Ia рено, о рп) < С [и | (9) + 4 [lyst-2m,p (QR) + 


a\- 1 
+ | R (x k, ag ) co |. 


Поскольку коэффициенты оператора К вместе с пооизводными 
стремятся к нулю при |х|- со, то из последнего неравенства точ- 
но так же, как и при выводе априорной оценки из аналогичного 
неравенства в доказательстве теоремы 1 гл. VIII, следует, что 
существуют такие не зависящие от ы константы С и 4, что 


Up lys+2m,0 (Q) < С [Мы (Q) + yr ler} тт, р + 
i=l H (9) 
+ | Up Дет, 2(о 7) . (43) 
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С помощью теоремы 6’ гл. VI последнее слагаемое в правой части 
оценки (43) можно заменить на |и»[нз,2(о). Так как эта величина 
не превосходит р” Up ys+2m,0 (a), то при достаточно больших 
p (для которых Ср-”< 1/2, где С — константа, получающаяся 
в (43) на предыдущем шагу) оценка (43) эквивалентна (40). 
Тривиальность ядра оператора %» при указанных значениях # сле- 
дует из оценки (40). № 

Доказательство теорем 5, 6. Будем доказывать утверж- 
дения теоремы 6, относящиеся к оператору С*, и теорему 5 для 
случая RED-,. Вторые случаи (ЁЕДО-+, в теореме 5 и утверждения 
теоремы 6 об операторе С*) исследуются аналогично. 

Обозначим через Np следующий оператор в пространстве 
Hy (R"): 


Nef =6(°—OR(x, bi) ACr—d—DP, RED, (44) 


где d>Ro, функция & определена в лемме 1 гл. VIII, функция 
¢(r—d—1)f продолжена нулем в область R™NQ, а коэффициенты 
оператора К принадлежат Ls. Так же будем обозначать анало- 
гичный оператор в пространстве Н*(Е”): 


ме (1) Pe'Cr—d—N), RE DZ 
(45) 


который определен, если коэффициенты оператора К принадлежат 
Lso. В силу теоремы 4 при R@D-, на общей области определения 
(Hy) эти операторы действуют одинаково (если операторы К 
в формулах (44), (45) одни и те же). Из контекста всегда будет 
ясно, какому пространству принадлежит функция | и, значит, о 
каком операторе №» идет речь. 

Зафиксируем произвольную точку k = ky S ég,. Из оценки (41) 
и убывания на бесконечности коэффициентов оператора А и их 
производных следует существование такого d>Ro, что при выпол- 
ненных условиях теоремы 5 и всех k & dg, 


МЕ (ay < и ase (@ PF | k |; (46) 


а при выполненных условиях теоремы 6, кроме Toro, 


Ves FA и |: (47) 


РИ (ay S 1 (2) 


(см. доказательство теоремы 1 гл. VIII). В дальнейшем констан- 
та d считается зафиксированной так, что выполнены обе эти 
оценки. 
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В области Qay, рассмотрим задачу 


P(x, в) =/, хе 9444; : 


(48); 


'B (x, k,i =) olr =; Do|-=a+1 = 0, 1 
где р — вектор из дифференциальных операторов D;(x, k, id/Ox) Я 
1<]<т, таких, что D; (x, №, с) — многочлен относительно (R, 0)" 
порядка 4;<5-2т—1 и задача (48) является эллиптической за- 

` дачей с параметром АЕ,. Из теоремы 6’ гл. VI следует, что при. 
keElg,, p’ — достаточно большом и |k|>p’ существует оператор 
О», переводящий векторы (|, Ф)ЕН?(®ащ, Г) в решение 
иЕеН*+т (044) задачи (48), причем : 


1 ($, Ф) [неотью (244) < 


«Сыр + Eloi ны, +o} (49) 


Пусть функции a4, а, Bi, B2 — те же, что и при доказательстве 
теоремы | ra. VII] и DO, — следующий оператор: 
Фь: Hy (©, T) > НИ" (9), RED, 
(50) 
Фь (р, $) = Ва Qe, (af, Ф) + В» Ak (2 f), RED, 
где ky = Py exp (i Po) Е +, а величина po>p’ будет выбрана ниже. 
Поскольку точка А =№ фиксирована, а для оператора @», справед- 
лива оценка (49) и В: =0 при r>d+3, то оператор Фь является 
ограниченным оператсром в указанных пространствах, конечно. 
мероморфно зависящим от REDn, и может иметь полюс только 
при k=0, причем если п нечетно, п<2т. Пусть 
Df, 9) =В0,, (11, 9) + ВР (Gah); Ф: He (2, Г) > HH" (9). 
(51) 


Этот оператор ограничен, и, согласно теореме 4, 
O(f, $ =Фь (, 9) при (f, 9 = Ну: (2, Г) 


Пусть %4, — оператор, отвечающий задаче (48), т. е. оператор, 
переводящий функции и, определенные в Qa44,B вектор (Ри, Bulr ). 
Тогда . 


VQ 9) = OF, 9) + MOF, 9), (52) 


где М =%4 —U%. Так как старшие. члены операторов P(x, А, 
10/0х)  B;(x, k, id/dx) не зависят от k, то оператор М является 
ограниченным оператором из пространства H*(Qay, Г) в 
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As+!(Qais4, Г). Тогда, согласно теореме 2 гл. VI, он будет компак- 
тен как оператор из пространства Н*(Эа+ь Г) в себя. Поскольку 
при доказательстве теоремы | гл. VIII используется не конечно- 
мерность оператора М= (Мн, Me), определенного формулой (16) 
a. VIII, а только его компактность, то формула (52) является 
точным аналогом формулы (16) гл. VIII. Используя ee, можно 
токазать точно так же, как это делалось для операторов %, Ф 
при доказательстве теоремы | ra. УШ, что в условиях теоремы 5 


%„„Ф=1+ 6 -+Т: Hs(Q, T)> Hs (2, Г), (53) 

: при выполненных условиях теоремы 6 
YO, =1 + G, + Ть: Hy (©, Г) > Ну (©, Г), Е З,, (54) 
где [ — единичные операторы, Т и Тк» — компактные операторы, 
G(f, $) = (М.Р 0), 6, (6, $) = (Nef, 0) (55) 


и операторы G;,, Te, совпадают с С, Т соответственно на общей 
области определения (на Ну (©, Г)). При этом операторы Gp, 
Ть конечно-мероморфно зависят от ЁЕ)„ с единственным  воз- 
можным полюсом в точке k=O при нечетном п<2т. 

Зафиксируем теперь константу ро=|№| в формулах (50), (51) 
так, чтобы оператор (53) был обратим. Для того чтобы показать 
существование такого Ао, введем в пространстве Н* (©, Г) другую, 
эквивалентную имеющейся, норму: 


1G, ®) lis, = [IF Bou + У ФР Ни. |? 9 
р H г) 


и покажем, что при такой норме в пространстве H*(Q, Г) и доста- 
точно большом ро= |№| норма оператора С--Т не превосходит 
единицы. Из (46) и (55) следует, что при любом № 1», норма 
оператора С в пространстве Н“^ (©, Г) не превосходит 1/2. Далее, 


P (x, hos 1-5) В, бы, 9] = af + {P, В} 0.9, (67 


где {P, Bi} `— коммутатор оператора P(x, №, 40/0х) и оператора 

умножения на функцию fy. Так как характеристический многочлен 

оператора {P, Bi} является многочленом по переменным (№, 6) 

порядка не выше 2т—1 и {Р, В1} =0 при г>> 4-3, то из (49) сле- 

дует, что 

IEP, Ва} Qu, (аа |, Ф) ини а < СТ, 

где через 4 обозначена норма (56). Аналогично, используя вместо 

(49) оценку (41), получаем, что норма вторых слагаемых в сле- 

дующих равенствах 

P (tay i 2) Ba Pu (0af) = anf + {P (boi), Ba} Pa! (220), 

(58) 


8 B. P. Вайнберг 217 


в (hot 2) РЕ = Мы + (В, BadPin (af) (59) 


не превосходит СЧ. Сложив равенства (57)— (59), получим, что 


P (x ky i —) OO, 9 =f+Nuf +F U9, 


где 
1 
ЕС, Фьньо SVP (р ®) lyys+1.00 (a) < Cog" Ч. (60) 
Далее, поскольку Bi=1 в окрестности Г и B2=0 в окрестности Г, To 
‚ 9 .; д 
в (хе) OF, Mr в (x Aoi S-) Qn DE =F. 


Значит, T(f, $) =(F(f, $), 0) и из (60) следует, что при REL, 
и ро= |№| достаточно большом норма оператора Т в пространстве 
Hs(Q, Г), снабженном нормой (56), будет меньше половины. Та- 
ким образом, при достаточно болыших значениях ро= || опера- 
тор (53) обратим. Выберем po настолько большим, чтобы при 
= роехр (#0), кроме того, оператор У» имел тривиальное ядро 

{см. лемму 9). 

‚ Будем искать принадлежащее Н*+”(9) решение задачи (36) 
при А=№ в виде U=O(g, tp) с неизвестными (&, ф) =Н(®, Г). 
Подставив функцию и в уравнение'.и ‘граничные условия задачи, 
получим, согласно (53), для определения (g, tp) уравнение 


U+G+17) (в, ф) = $ ФеН* (©, Г). (61) 


Константа № была. выбрана так, что это уравнение однозначно 
разрешимо. Значит, при k=) задача (36) имеет ` решение 
ие=Н+т(@) для любых (|, $) eH*(Q, Г). Tak как при том же 
значении k=kp оператор My, имеет тривиальное ядро, TO опера- 
тор (37) при А= № имеет ограниченный обратный. 

Далее, в.силу теоремы 2 гл. VIII оператор (37) нётеров при 
каждом ke@D-,. Так как при #=№ его индекс равен нулю, то в 
силу гомотолической устойчивости индекса [7] оператор % 
a dala ona (т. е. его индекс равен нулю) при всех значениях 

=D-,. Теперь теорема 5 является следствием теоремы 8 гл. VI. 

Докажем теорему 6. Будем искать решения u,@H,ys#?™(Q) за- 
дачи (36) при RED, с правой частью (f, Фе Ну: (9, Г) ввиде 
и, =Фь (в, tp) с неизвестными(а, $) Е Hy (©, Г). Из (54) следует, 
что функция ик будет решением задачи, если 


$» (8, $) = U+Ge+T:)(g, $) = (р, $). (62) 


К сператору $, : Hy (2, Г) > Ну-1 (2,T) применима теорема & 
гл. VI. Действительно, оператор 5к конечно-мероморфно зависиг 
от параметра =)». Покажем, что он образует конечно-мероморф- 
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ное фредгольмово семейство. При k40 ero можно представить в 
виде 


5% = (I бь) + Ge—Ge, + Ti). 


Из (55), (44) и леммы 8 следует, что второе слагаемое в правой 
части последней формулы является компактным оператором. Так 
как, согласно (55) и (47), [бь, |< 1/2, то оператор Sp, R40, как 
сумма обратимого и компактного, фредгольмов. Пусть Sp имеет 
в точке k=O полюс, и Nz, S, — соответственно главная и правиль- 
ная части ряда Лорана для S, в окрестности точки k=0. Для 
того чтобы утверждать, что $» образует конечно-мероморфное 
фредгольмово семейство при k@Dn, остается показать, что опера- 
тор So фредгольмов. Но 


S, = lim (S, — М) =/ + бы + lim G,—G, + T,—N,). 
k->0 k>0 


Так как оператор №» конечномерен, то последняя формула пред- 
ставляет So в виде суммы обратимого оператора и компактного, 
т. е. оператор So — фредгольмов. Наконец, заметим, что если бы 
оператор $» при Ё=№ имел нетривиальное ядро, то однородное 
уравнение (61) имело‘бы нетривиальное решение (g, $) = Ну (®, 
Г) cHs(Q,T). Так как это невозможно и оператор $», фредголь- 
мов, TO $» имеет ограниченный обратный. Таким образом, к 
оператору $» применима теорема 8 гл. VI и из нее следует, что 
операторы 


Sy! : Ну- (©, T) > Hy (©, Г). (63) 
образуют конечно-мероморфное‘ фредгольмово семейство. 


Напомним, что из уравнения (62) следует, что функция и = 
=;(g, ф) является решением задачи (36), т. е. функция 


и =Фь $ (f, $) (64) 


при всех (|, Ее Ay (©, Г) иёЕЗ,\А — удовлетворяет урав- 
нению и граничным условиям задачи (36). Здесь Л — множество 
точек, являющихся полюсами оператора Фи или Spt. Обозначим 
через Л множество полюсов оператора Ф»$к-1. Очевидно, ACA. 
По непрерывности (по параметру #) функция (64) будет реше- 
нием задачи (36) при всех RE D,\A. 

Покажем, что оператор Ф»5к— совпадает с Ctx. Из ограничен- 
ности оператора (63) при REA и формулы (50) для сператора 
Ф» следует, что и © М (9) при kel,NA, где 1+= {# : arg #=0}. 
Однако даже для этих значений k нельзя утверждать, что С*=: . 
=@,S,-!. Например, могло бы случиться так, что однородная за- 
дача (36) имеет при выбранном & нетривиальное решевие, при- 
надлежащее Wk (9), и, значит, оператор С% не существует. При 
этом оператор M,S,-! существует и определяет какое-то из при- 
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надлежащих We (Q) решений задачи (36). Так как функция (64) 
a всех ke D,.\A является решением задачи (36), то равенство 
=0,S;' будет доказано, если показать, что: 
иг При всех К фе Н\-(©, Г) и любом RE А функция (64) 
принадлежит И} (©). 
В. Оператор D,S,-! имеет полюса в тех и только тех точках 
луча [+, в которых однородная, задача (36) имеет нетривиальные 


решения, принадлежащие № (9). 
Отметим, что соотношение С\,=Ф»$,:-—!, КЕ, дает автомати- 
чески конечно-мероморфное продолжение оператора C!, на всю 


область Dn. Поскольку функция (64) при RE D,\A является 
решением задачи (36),`а утверждение 3 теоремы 6 будет следо- 
вать из В, то для доказательства теоремы 6 достаточно показать 
справедливость А, В и утверждений 2, 4, 5 теоремы 6. 

Докажем справедливость А. Как уже отмечалось выше, это 
утверждение справедливо при Rel, N\A. Остается доказать его 
при тех ЕЕ, которые принадлежат A, но не принадлежат Л. 
Пусть a(x) = Со (К"), a(x) =0 при r<Ro, а(х) =1 при г>А-1. 
Поскольку функция (64) при R@D,z\A удовлетворяет уравнё- 
нию (36), то 


Рег) [a (дщ] = af +4P, фи, xEQ, 
где {P, а} — коммутатор оператора Р и оператора умножения 
на функцию а. Значит, при RE D,\A 


д = 
P (é, iz) [au] = ge, xe R’, (65) 


где функция gx при хе® равна 

| двор + (Рад —R (в, i) [a и] 
и функции аи», &, считаются продолженными нулем в область R"\Q, 
Поскольку {Р, а}=0 при |х| >Ю-1 и а=0 при |x|<Ro, то ge как 
элемент Н%-1 (К") аналитически зависит от k при =), Л. Так как 


ше ИЕ (0) при + МЛ, то аи, =! (R") при этих значениях , 
и из (65) получаем, что 
аи =А' в», РЕЦ. (66) 


Пусть x@1,NA. Положим в (66) k=x, если “eA, или перейдем к 
пределу при kx, если хеЛ. При любом хе`^Л получим, что 


аи» = А! gy, 2„ Е Hy (В"). 
Значит, вине We (R"), что доказывает справедливость утверждения А. 
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Докажем утверждение В. Пусть оператор Ф»$»-* имеет в точке 
Ё=хе. полюс порядка j>0, и У настолько малая окрестность 
этой точки, что ЛП (У`\\х) =©. Тогда существует такая функция 


(f, ФЕН! (©, Г), что существует ненулевой предел 
и = т (Е —ж)/ и, ш=Ф, 5% (р, $) 
вк 


в пространстве Нз, (©, Г). Поскольку функция ик при REVNx 
удовлетворяет уравнению и граничным условиям задачи (36), то, 
умножив их на (#—х)} и перейдя затем к пределу при #-х, полу- 
чим, Pad функция и является ден однородной задачи (36) 
при k=x. ates. при kel,Q(V\x) справедливо равенство (66). 
Умножив его на (k—x)/ и перейдя затем к пределу при kx, по- 
лучим, что au=A1,g, 


в =lim (#—*)! сье Hy (Е"), т. е. ие И (9). 
Rox 


Наоборот, пусть при R=xel, однородная задача (26) имеет 
нетривиальное решение ue И (9). Для доказательства утверж- 
дения В остается показать, что в этом случае оператол Фик 
имеет полюс в точке k= x. 

Из ограниченности оператора (63), формулы (50) для опера- 
тора Ф» и теоремы 4 следует, что при RED-;\A функция Up= 
=Ф»$»-!({, ф) принадлежит Н+” (9), т. е. для любых (= 


© Ay (©, Г) 
@, Se'(f, 9) =% (9, RED\A. (67) 


Пусть we we (R") —продолжение функции и на все простран- 
ство А”, полученное с помощью оператора продолжения (8) 
гл. VIII. Пусть 


P (*, | a(x) =h(x), хе К". 
Так как h(x)=—R(x,,i0/Ox)u(x) при хеЕО, тойе Hy (Е"). 
Через д» обозначим функцию , 
On (x) =Ай (x) (68) 


и через UV, — ограничение функции д» на область Q. Tak как 
й=Аз,й, а оператор A‘, аналитически зависит от # при А==0, то 
lim |. — | эт (дл) = 0 
я I Vat (Ry ’ 
и, значит, 
lim lu, — и = 0. 69 
lim lop Lat?" ay (69) 
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Оценим результат подстановки функции ок в уравнение и гра- 
ничные условия задачи (36). Имеем 


Р (+ & i) m= P(e, iF) m+ R(x ь: =) = 


#29 ‚д Е ‚д 
=h(x) +R (x ti) m= P (x, i) w+ R(x, his) %= 
/ ‚д : „0. ‚д 
Е |, k, i) (Op —u) + [R (x ki == —R (x, х, т ] Un 
(70) 
В последнем равенстве мы воспользовались тем, что функция и — 
решение однородной задачи (36). По этой же причине 


В (x k, iS) y= B(x, k, i=) (%—4) |r + 


д д 
+ [в (x, ti) —B (x, i) | ap (71) 
Обозначим через (g, tp) вектор из правых частей равенств (70), 
(71). Тогда из (69) следует, что 


1(а, ¥) | 


Из теоремы 4 и (68) вытекает, что кеН*+т (9) при kED-, и, 
значит, Up=%,—!(g, 4), RED-,. Теперь из (67) получаем, что ук = 
=Ф»5»-—! (2, $), RED-;. Это вместе с равенствами (69), (72) дока- 
зывает существование полюса cy ле Ф,5 к 1 в точке #=х. 
Утверждение В доказано, и, значит, 

Докажем утверждение 2 теоремы 6. Из aoe (67) следует, 
что Clk=R, при вер А. Поскольку оба этих оператора меро- 
морфны в D-,, то C',=R, при всех R@D-,. Далее, оператор %— 
конечно-мероморфен и имеет полюса в тех и только тех точках 
keD-,, в которых однородная задача (36) имеет нетривиальные 
решения, принадлежащие Н*+”(9). Так как  пространство` 
Ну-(9,Г) (на котором определен оператор В+) плотно в Н*(®, Г) 
(где определен оператор К«=%»-!), то в области О-, оператор Вь 
имеет полюса в тех же точках, что и оператор 1-1. 

Утверждения 4, 6 теоремы 6 доказываются точно так же, как 
и A, В соответственно. Теорема 6 доказана полностью. 


ну но при kx. (72) 


$ 3. Асимптотика решений внешних задач при 
малых частотах 


Из теоремы 6 следует, что в случае нечетной размерности про- 
странства оператор Ry либо аналитичен в точке #=0, либо имеет 
там полюс. В случае, когда размерность пространства четна, эта 
теорема ничего не говорит о поведении оператора К» при #—0 
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(кроме наличия ветвления). В этом параграфе будет получена 
асимптотика оператора №» при #—0 в случае четного и. Кроме 
того, будут приведены условия, обеспечивающие ‘при любом п 
ограниченность |№&| в некоторой окрестности нуля (и, значит, 
обеспечивающие отсутствие полюса в нуле у оператора R, при 
нечетном п). 

Обозначим через Q;,. следующую область на римановой поверх- 
ности функции In k: 


9. ={k:largk|<y, |#|< =}. . 


Ham понадобится 

Лемма 10. Пусть $» : Н--Н — оператор в гильбертовом про- 
странстве H, определенный при комплексных Ё520, |k| <1, фред- 
гольмовый при этих значениях k и имеющий вид 


о 
S,=T, Ink + > 4/1 + бы (73) 
]=1 


где операторы Ть, Gr являются аналитическими оператор-функция- 
‚ми в круге |k| <1, операторы atl $20, и Aj, 1<]<М, 


— конечномерны, оператор Go — фредгольмов и оператор Sr, 
обратим хотя бы при одном значении k=ko+0, || < 1. 

Тогда при любом у<со и некотором e=e(y) оператор S,- 
‚можно представить в виде 


со t 
Sr = № FOE (У Sula #)#, (74) 


i=0 j=0 


где Np — аналитическая в круге |k|<e(y) оператор-функция, one- 
раторы $1; ограничены и конечномерны, ряд сходится в оператор- 
ной норме равномерно при ЕЕ, а функция | имеет вид 


Здесь а>0 — некоторое целое число, q=a-+-1, P u P; — некоторые 
полиномы степени не выше а и | соответственно и ряд сходится 
абсолютно и равномерно при REQ,,.. 

Доказательство. Так как оператор Со — фредгольмов, 
то существует такой конечномерный оператор Ao, что Go—Ao 
обратим, и, значит, оператор № = (Ск^—Ао)-! аналитически зави- 
сит от # при |#| < го, если e9>>0 достаточно мало. Выберэм теперь 
е (у) >0 так, чтобы e(y)<eo и |(Ть—То) шА| < М /2. `Тогда в 
области Q;,. оператор в 


Qu= (Ta—To) In k-+Ga—Ao 
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будет обратим и 
Qe! ={U + (Ть— То) (Ge — Ag)"In k] (Gy — А} = 


= м, У; [— (Tr —То) Ny In js. 


s=0 


Здесь Г — единичный оператор, и ряд (так же, как и все после- 
дующие ряды) сходится в операторной норме равномерно по 

=O... Подставляя в последнюю формулу при s>0 вместо Т»— То 
и М» их разложения в ряд Тейлора, получим, что 


oo й 
9й=м№+у р Чили!) №, ЕО. ., (76) 
1=1 j= 
где операторы Qi; — конечномерные. Теперь при kEQ,,. 
N 
$ = (Q + Tonk + У А 1 =, (77) 
#70 


где 


м 
1. = (I + ТЕ Ink + у AQ re). (78) 
j=0 
Обозначим через H’ пространство (конечномерное), натянутое 
на области значений операторов То, Aj, 0<]<М. Пусть P’ — орто- 
проектор на H’, Р” — ортопроектор на ортогональное дополнение 
кН’. Чтобы найти оператор Lx, нужно решить уравнение 
Lrx=y, x, УЕН. (79) 
Из (78), (79) следует, что Р’х=Р”у, a для определения P’x 


получаем уравнение в конечномерном пространстве Я’: 


P'L, P'x = В P'y—P'L, P'y, LT, =k Ly, (80) 


где В=тах(1, №). Выберем в H’ какой-нибудь базис, и пусть L — 
матрица оператора P’L,P’ в этом базисе и Га вектор, определяю- 
щий правую часть уравнения (80) в gy sages базисе. Из (76) 
и (78) следует, что элементы матрицы L и элементы вектора { 
можно представить в виде абсолютно и равномерно сходящихся в 
Q,,. числовых рядов вида 


у > ал! #) ke. 


1=0 j=0 
В частности, 
со i со 
det L = у. (У ат! k) и=у #'D, (Ink), (81) 
i=0 j=0 i=0 
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i 
где D, (2) => а: — многочлены степени i. Если D;(t)=0 при 


i=0 

всех i, т. е. detL==0, то при всех REQ, не существует обратный 
к Sx. Это противоречит теореме 8 гл. VI. Значит, существует таког 
a<oo, что Da(t) #0 u 0:(#) =0 при {< а. Тогда 

CY & Dass (Ink) 

= ра VN _ 2 Pass (Ink) _ 
det L = k* P (Ink) [2 Е У Pint |: 

= 

где P(t) =Da(t). Поскольку в этой формуле сумма по $ стремит- 


ся к нулю при |argk|<y, |Ё|->0, то при kEQ,,. и достаточно ма- 
лом e=e(y) >0 


a = RS Reg (in k) 
КЕ) = (det L)-! = oa - р У, в ie (82) 


где Rsqg==DaysP*1 — многочлен порядка He выше sg. Так как все 
участвующие в этих формулах ряды сходятся абсолютно и равно- 
мерно при REQ,,, то, собрав вместе члены, стоящие при одинако- 
вых степенях Р-1(ш А), получим для функции { формулу (75). 

Решая систему (80) по правилу Крамера и учитывая (78), на- 
ходим 


Px=f(k)Fiy, Ae (лини, 


где операторы F;; конечномерны. А так как Р”’х=Р”’у=у—Р’уи 
х= [и 19, то [к 1=1-—Р’--|(®) Ел. Подставив эту формулу a (76} в 
(77) и обозначив через № ряд @к-—!—М№ь, который дается форму- 
лой (76), получим 


Si! = Ме — МР" +f (2) NeFy + Е (1—Р' +f (0) Fy) = 


= М» + [(®) [Ne Е, + FoF + (Че) (— МР’ + Е. —Е,Р”]. а 
(83} 


Оператор-функцию № в квадратной скобке формулы (83) разло- 
жим в ряд Тейлора в точке #=0. Затем ряды для Np, Fi, Fo и ряд 
(81) для det Г, стоящие сомножителями внутри квадратной скобки 
в (83), перемножим почленно, пользуясь тем, что все эти ряды 
сходятся. Тогда формула (83) превратится в (74). № 

Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 6 и п четно. 
Тогда при любом y<oo и некотором e=e(y)>0 оператор Кь не 
имеет полюсов в ©, и представим в виде 


R, = Ly + k-# F(R) у b> Ва! #) Ri, (84) 


i=0 ‘j=0 
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где 
Г Ви: Ну (9, Г) НУ" (2) 

— ограниченные операторы, оператор Ly аналитически зависит 

от & в круге |k|<e(y), операторы Ri; конечномерны, функция fF 

имеет вид (75), В=2т—п при n<2m, В=1 при n=2m, В=0 

при n>2m и ряд (84) сходится в операторной норме равномер- 

но при REQ. 

Доказательство. При доказательстве теоремы 6 была по- 
лучена следующая формула: К» =Ф„$-!», где оператор Ф» дается 
формулой (50), а $» — формулами (50), (54), (62). Из этих фор- 
мул и теоремы 2 следует, что к оператору $» применима лем- 
ма 10. Действительно, все условия этой леммы проверяются три- 
виально, кроме условия фредгольмовости оператора Су и обра- 
тимости S,, при некотором № из области 0< [#|<1. Но при до- 
казательстве теоремы 6 было показано, что $-!, конечно-меро- 
морфная функция в D, и, значит, оператор $» обратим при поч- 
ти всех RED,. Фредгольмовость оператора Су доказывается со- 
вершенно так же, как в случае нечетного п при доказательстве 
теоремы 6 была получена фредгольмовость оператора Sp (надо 
только к оператору М, добавить слагаемое Tolnk, где Te опре- 
делено в (73)). Теорема 7 является очевидным следствием фор- 
мулы (74), формулы (50) и теоремы 2. № м 

Достаточные условия ограниченности оператора К» в окрест- 
ности Ё=0 приведем без доказательства (их можно найти в 
[34]). При этом мы ограничимся только наиболее интересным 
для приложений случаем n>2m, содержащим системы уравнений 
первого и второго порядка. 

При п>2т обозначим через Н пространство функций, обла- 
дающих при |х|-*со оценками 


|D? ul <C|x Pm! , |p| < 2т. 
В случае л=2т через H обозначим пространство функций, для 
которых существует такая константа d=d(u) (или не зависящий 


от х вектор — при рассмотрении краевых задач для систем урав- 
нений), что при |х|- о 


| D? [u (x) —d]|<C|x|-!, |p| < 2т. 

Теорема 8. .Пиусть выполнены условия теоремы 6 и п>2т. 
Если однородная задача (36) при Ё=0 имеет в пространстве H 
только тривиальное решение, то оператор Re равномерно ограни- 
чен в Qy. при любом у>0 и некотором e=e(y). Евли оператор 
Re равномерно ограничен в некоторой области Q,,., то задача 
(36) при k=O имеет в пространстве Н решение при любых 
(f, 9) ЕНУ ©, Г); при этом соответствующая однородная фор- 
мально сопряженная задача (если она существует) имеет в H 
только тривиальное решение. 
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Заметим, что существование полюса у оператора К» в области 
D+, или D-, (в зависимости от того, о каком из двух операторов 


R, идет речь), а также на вещественной оси при А=20 эквива- 
лентно существованию у однородной задачи (36). нетривиального 
фешения с соответствующими условиями на бесконечности (тео- 
рема 6). Аналогичный характер имеет сформулированное в тео- 
реме 8 условие ограниченности оператора К» в нуле. 

Часто в ситуации, когда задача обладает некоторой: положи- 
‘тельностью, можно очень просто проверить выполнение предпо- 
ложений теоремы 8. Например, пусть п>2т и для всех беско- 
нечно дифференцируемых функций с компактным носителем в 
Q, удовлетворяющих однородным граничным ‘условиям задачи 
(36) с R=0, справедлива оценка: 


Re [uP (= 0, i) udx >С У! [D?uliso, C>0. 
Q Прут 

{При рассмотрении краевых задач для систем уравнений в этом 
месте нужно дополнительно предположить, что порядок уравне- 
ний, образующих систему, четен.) Тогда однородная задача (36) 
при &=0 имеет в пространстве Н только тривиальное решение 
{см. [34]), т. е. условие теоремы 8 выполнено. Аналогичное 
утверждение имеется [34] и при п=2т. 

. Литературные указания, дополнения. Как и результаты пре- 
дыдущих двух глав, все результаты этой главы ‘автоматически 
переносятся на случай систем уравнений, для которых определи- 
тель соответствующей матрицы из дифференциальных операто- 
ров с постоянными коэффициентами (к которой стабилизируется 
матрица системы при roo) удовлетворяет условиям 1, 2 и 4 (а 
также в нескслько более общем случае, о котором шла речь в 
$ 2 гл. УП). Перенести результаты первого параграфа на кслу- 
чай систем можно двумя способами: либо непосредственно дока- 
зывать их для случая систем (изменения будут минимальными), 
либо воспользоваться приемом, описанным в § 2 гл. УП, и полу- 
чить утверждения для систем в качестве следствия 'из соответст- 
вующих утверждений для определителя системы. Рассуждения, 
использовавшиеся в 6 2, 3 этой главы, совсем не зависят от то- 
го, рассматриваются ли краевые задачи для уравнений или си- 
стем уравнений. Отметим еще, что при переходе к случаю систем 
уравнений надо в формулировках доказанных результатов заме- 
нить 2т на порядок [ уравнений, входящих в систему, и это чис- 
ло не обязательно четное. 

Как уже отмечалось в самом начале тлавы, возможность ана- 


литического по, параметру k продолжения резольвенты Ry ста- 
ционарных задач с вещественной оси в комплексную плоскость 
будет использована в следующей главе для получения асимпто- 
тики решений нестационарных задач при #0. При этом потре- 


буются достаточно хорошие оценки оператора R, как при 
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|Rek|—+co, так и при #—0. В некоторых вопросах можно обойтись 
оценками для R, при вещественных частотах А, HO для более по- 
дробного ‘изучения поведения решений нестационарных задач при 
t-+co нужно знать поведение Ry, когда |Rek|—oo, |Imk|<C, 
C>0. Такие оценки для рассмотренных выше операторов будут 
получены в следующей главе. 

Результаты этой главы опубликованы автором в работах [28, 
29, 31, 34]. Впервые в многомерных задачах аналитическое про- 
должение ядра резольвенты оператора через непрерывный спектр 
было использовано О. А. Ладыженской [66] для обоснования 
принципа предельной амплитуды для уравнения 9:—Ло—9(х)о= 
=f (x)exp(—iot), 4е=Со®. Ядро резольвенты оператора Шредин- 
гера для системы трех частиц исследовано ЛЯ. Д. Фаддеевым 
[108], [109]. В большинстве работ по принципу предельного по- 
глощения, указанных в предыдущей главе, исследуется гладкость. 
по k ядра оператора К» ‘при вещественных значениях k. Некото- 
рые задачи рассмотрены в работах [119, 195, 186, 53, 45]. В ра- 
ботах [9, 10, 87, 88] изучено поведение резольвенты при всех ком- 
плексных частотах для оператора Лапласа во внешности ограни- 
ченной двумерной области, в [13] — во внешности трехмерной 
области. Оценки в комплексной ‘плоскости резольвенты операто- 
ра и расположение ее полюсов исследовались также в работах 
[99, 6, 183, 140, 166, 176, 89]. Кроме того, коротковолновая асимпто- 
тика (Ё->о0) резольвенты операторов при вещественных k (в OC- 
HOBHOM для операторов второго порядка) изучалась в работах 
многих авторов, например '[188, 129, 8, 11, 12, 19—22, 73, 95, 80, 
37, 38, 18, 147, 167, 64, 78] (см. также литературные указания 
к гл. IV). Поведение резольвенты около точки #=0 было иссле- 
довано в работах [148, 87, 88, 10] в случае внешних задач для 
оператора Л-+?. Более общие операторы рассматривались в [125, 


Глава X 


КОРОТКОВОЛНОВАЯ АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ 
СТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ И АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ПРИ {< 


$ 1. Введение 


Пусть L=L(x, 19/0 19/9х) — строго гиперболическая матри- 
ца размера [Ж/ из дифференциальных операторов порядка т, 
причем при достаточно больших |x| матрица L от x не зависит 
и однородна, т. е. 

9 9 : : . 

L=L,(i% St are )+O(x 4 „9 7) хе А, (1) 

где элементы матрицы Lo — однородные операторы порядка т 

с постоянными коэффициентами, а элементы матрицы @ — опе- 

раторы порядка не выше т с достаточно гладкими (для просто- 

ты — с бесконечно гладкими) коэффициентами, обращающимися 

в нуль при |x|>a. Через [» обозначим стационарный оператор, 
получающийся из (1) заменой {0/0 на k. 

Всюду ниже предполагается, что коэффициент D(x) при 
9"”/01" у оператора L является единичной матрицей. Это не огра- 
ничивает общности, так как из гиперболичности L следует, ято 
det D (х)==0, и рассматриваемую систему можно всегда умножить 
на D-!(x). 

В этой главе изучаются задача Коши и внешняя смешанная 
задача для оператора (1) и соответствующие стационарные за- 
дачи для уравнения L,u=f во всем пространстве и во внешности 
ограниченной области. Нас интересует связь между следующими 
тремя вопросами: 

10. Асимптотика по гладкости матрицы Грина нестационар- 
ной задачи. 

20. Асимптотика решений нестационарной задачи при ¢+oo, 

3°. Коротковолновая асимптотика (асимптотика при |Ке&|- 
— со) резольвенты стационарной задачи. 

Охарактеризуем грубо связь между этими тремя вопросами. 
Конечно, преобразование Фурье по # матрицы Грина E нестацио- 
нарной задачи дает ядро резольвенты стационарной задачи. Од- 
нако точные решения ‘уравнений практически никогда не извест- 
ны. На первый взгляд кажется, что, зная приближение Ey к Е 
с точностью до достаточно гладкой матрицы fy=E—Ey, можно 
получить коротковолновую асимптотику ядра резольвенты стацио- 
нарной задачи в виде преобразования Фурье Ё:-.ьЕм. Однако, для 
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Toro чтобы преобразования Фурье Fi+sfn достаточно быстро убы- 
вало при k-oo, одной гладкости матрицы fy недостаточно. На- 
пример, функция [(2) =ехр (#2) аналитична, a ее преобразование 
Фурье 7(Ё) =Тхехр [—#(?—л)/4] не убывает ua бесконечности. 
Если бы ‘нам было известно поведение Е при too, то можно бы- 
ло бы надеяться подобрать Ey так, чтобы разность fy=E—Ey 
имела достаточно хорошую оценку при foo. Так как матрицы 
Eu Ем равны нулю при #<0, то, например, суммируемость по 
¢ разности E—Ey и ее производных по # обеспечивает получение 
коротковолновой асимптотики резольвенты стационарной задачи 
в виде Р.-»Ек для всех Ё из верхней полуплоскости. Если бы 
Е—Ем и ее производные по ¢ убывали при foo экспоненциаль- 
но, то Fi4,Ey давала бы асимптотику ядра резольвенты при 
|Вей|- оо и Im& любого знака. Наоборот, зная коротковолновую 
асимптотику 'резольвенты при комплексных &, можно получить не 
только разрывы матрицы Грина смешанной задачи, но и ее асим- 
птотическое разложение при {-+со. Таким образом, схематично, 
связь между объектами 1°—3° выглядит так: 1°+2°<3>. 

Остановимся чуть подробнее на уравнениях во всем простран- 
стве. Асимптотика по гладкости матрицы Грина задачи Коши хо- 
рошо. известна, а ответы на вопросы 2° и 3° до недавнего времени 
были известны только в некоторых частных случаях. В связи с 
тем что асимптотика при {+0 решений нестационарной задачи 
была неизвестна; коротковолновую асимптотику решений стацио- 
нарной задачи ‘приходилось искать хотя и близкими методами, 
но независимо от асимптотики по гладкости матрицы Грина за- 
дачи Коши. При этом получить ответ ‘на третий вопрос оказы- 
вается гораздо сложнее, чем на первый. Это связано со следую- 
щими тремя дополнительными трудностями. 1) Уравнение L,u= 
=f имеет бесконечное множество решений, отличающихся пове- 
дением при |х|-— 00. Поэтому при построении асимптотики при 
|Rek|+oo фиксированного решения приходится одновременно 
следить за поведением асимптотических приближений при |х|- 
oo, Таким образом, приходится строить асимптотическое при- 
ближение к решению сразу по двум параметрам: |Кей|-< и 
|х| со. 2) До недавнего времени отсутствовали какие-либо 
оценки оператора L-', при |Ке*|-» со. Поэтому не имело смысла 
строить приближение Й, удовлетворяющее ‘уравнению [Г,й=], 
f—f=O(|Rek|-%), так как нельзя было получить близость й к 
точному решению уравнения L,u=f. 3) Ядро резольвенты стацио- 
нарной задачи имеет в одной точке особенность, и характер 
асимптотики ядра резольвенты в окрестности этой точки и вне 
ее — различный (в некоторых подходах к ‘решению задачи эта 
последняя трудность несущественна). 

В этой главе будут рассмотрены задача Коши и общие внеш- 
ние смешанные задачи для оператора (1) и соответствующие ста- 
ционарные задачи. Основное условие на класс рассматриваемых 
задач заключается в требовании ухода Ha бесконечность в А” 
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при #—со разрывов матрицы Грина нестационарной задачи (по- 
дробнее об этом будет сказано ниже). В случае задачи Коши 
асимптотическое приближение по гладкости к матрице Грина ги- 
перболических систем построено и исследовано. В частности, по- 
казано, что разрывы матрицы Грина распростравяются вдоль би- 
характеристик соответствующей гамильтоновой системы. При ма- 
лых Ё это показано в $ 2 гл. IV (см. задачу в этом параграфе и 
указание к ней). При любых ¢ это делается методами, изложенны- 
ми в гл. V; см. [74]. Для многих смешанных задач также доказа- 
но, что условие на разрывы матрицы Грина эквивалентно уходу на 
бесконечность бихарактеристик, отвечающих ‘рассматриваемой 
задаче (OM. литературные указания к гл. IV). 

В $ 2 этой главы будет показано, что из одного только фак- 
та ухода на бесконечность при foo разрывов матрицы Грина 
нестационарной задачи (не нужно даже знать, где и какие они) 
вытекают точные оценки при |Кей|-+со (Imk — любое) резоль- 
венты стационарной задачи. Кроме того, будет показано, что при 
том же условии преобразование Фурье разрывов матрицы Гри- 
на дает коротковолновую асимптотику ядра резольвенты стацио- 
нарной задачи. С помощью этих результатов в $ 3 будет получе- 
на асимптотика при foo решений нестационарной задачи. Грубо 
полученные ниже результаты можно описать так: 1°=>3°=>2% Та- 
ким образом, результаты этой главы позволяют получить корот- 
коволновую асимптотику решений стационарных задач (не толь- 
ко резольвенты; см., например, гл. ХТ) в тех случаях, когда изве- 
стны разрывы соответствующей нестационарной задачи (напри- 
мер, для ‘уравнений во всем ‘пространстве). 

Отметим, что асимптотика при {со решений нестационарных 
задач важна не только для обоснования возможности делать в 
задаче преобразование Фурье по &, но имеет и самостоятельный 
интерес. Мы будем изучать нестационарные задачи во внешности 
ограниченной области для оператора (1) с нулем в правой части 
уравнений и с начальными данными, имеющими компактный но- 
<ситель. Hac будет интересовать поведение решений этих задач при 
[о и |х|<$5< оо, т. е. мы будем изучать ту часть энергии ре- 
шения, которая остается в ограниченной части пространства при 
как угодно больших ¢ при условии, что начальное возмущение 
сосредоточено в ограниченной части пространства. Последнее ус- 
ловие очень существенно, так как в противном случае в область 
|х| < будет постоянно приходить энергия из все более и более 
далеких точек пространства. Характер асимптотики при foo в 
|x|<6 решений рассматриваемых задач существенно зависит от 
того, четна или нечетна размерность пространства. Так, в нечет- 
номерном пространстве полученное ниже асимптотическое разло- 
жение ‘решений внешних нестационарных задач имеет тот же вид, 
что и разложение в ряд Фурье ‘решений смешанных задач в огра- 
ниченной области. Но в отличие от последнего случая в рассмат- 
риваемых задачах соответствующие ряды — только асимптотиче- 
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ские, ‘и разложение идет He по осциллирующим, а по экспонен- 
циально 'убывающим при foo слагаемым, причем частотами яв- 
ляются не только собственные значения (в рассматриваемых слу- 
чаях их конечное число) соответствующей стационарной задачи, 
но и полюса аналитического продолжения резольвенты стацио- 
нарной задачи через непрерывный спектр. Те же методы позволят 
выяснить применимость к общим задачам принципа предельной 
амплитуды < равномерной по множеству правых частей задачи 
оценкой остаточного члена. 

Описание класса рассматриваемых задач. Пусть Q — неогра- 
ниченная область в К" с бесконечно гладкой конечной границей 
Ги а<<© — фиксированная константа такая, что Г лежит 
внутри шара |х|<а и О==0 вне этого шара (см. формулу (1)). 
Будет рассматриваться (внешняя) смешанная задача 


( ЕЕ. ю у 
L(x, iz, it) of, x) =0, хеЯ, t>0; 

. д | 
B(x, is) ot lr =0, #>0; (2) 


2H) = (2 1<т—1 хея 
СОН [ыы §=19, j=m—I1, : 


где L — гиперболическая матрица размера [Ж/ из операторов 
порядка т, оиф — векторы из [ компонент, В — матрица раз- 
мера (71/2) Ж[ из дифференциальных операторов cc бесконечно 
дифференцируемыми коэффициентами порядка не выше т—1 (из 
сформулированного ниже условия А следует, что ml четно). Бу- 
дет рассматриваться также аналогичная задача с ненулевой пра- 
вой частью. Как частный случай в (2) содержится задача Коши 
для системы L (@=А"). В дальнейшем мы будем называть о, ф 
и другие вектор-функции просто функциями. 

В течение этой главы предполагаются выполненными следую- 
щие четыре условия, которые мы сейчас обсудим. Обозначим че- 
рез Н=Н(х, ^, р) гамильтониан, отвечающий задаче (2): Н= 
=Н\(х, ^, p)=deto(L), где (A, р) — переменные, двойственные 
к (f, x), а o(L) — старшая однородная часть матрицы [. 

Условие А. Для любой точки хЕЯ 


Н(хо, 0, р)==0 при pO. > (3) 


Это условие означает, что плоские волны U=u(vt+<p, x>), 
удовлетворяющие уравнению o(L) (xX, 20/0, 19/0х) и=0, имеют 
ненулевую скорость ‘распространения. Иногда это ‘условие назы- 
вается условием отсутствия ‘нулевой собственной частоты у мат- 
рицы o(L). Очевидно, это условие эквивалентно условию эллип- 
тичности оператора L, (последнее не зависит от значения k). 


232 


Стационарная задача, соответствующая задаче (2), имеет вид 
L,u=L (x k, в) u(x) =$(х), хе Q; 
Ix 


й (4) 
В (x, eg и (x) |r = 0. 


Условие В. Хотя бы для одного луча в верхней полуплоскости: 
ly, = {k= k = рехр (4), р > 0}, OC <a, 


задача (4) является эллиптической задачей с параметром k & /,,. 

Смысл этого условия обсуждался в гл. VI. Заметим, что из 
гиперболичности L u условия А следует, что матрица Ly являет- 
ся эллиптической матрицей с параметром Ёе=,, для любого луча 
в верхней полуплоскости. Поэтому в случае задачи Коши усло- 
Bue В не накладывает никаких дополнительных ограничений на 
рассматриваемые уравнения, а для смешанных задач оно являет- 
ся условием на вид граничных операторов и часто является не- 
обходимым для корректности задачи (2) (см. [59, 41].) 

Описание пространств. В этой главе через HS, $! (без ука- 
зания области) будет обозначаться пространство Соболева (век- 
торное) функщий в ©, через Н*.<Н* — подпространство, состоя- 


wee из функций, равных нулю при |x|>a, через На) — про- 
странство Соболева функций в области О9.={х:хе®, |х|< 4}. 
Через ||-|з, |+|з„а, Il-llsa) будем обозначать норму в этих прост- 


ранствах. Пространство Соболева (векторное) HS(R',xXQ) в по- 
луцилиндре #>0, хеО, чтобы не путать его с HS=H*(Q), обо- 


значим через BS, норму в нем — через | |5. Пусть В“ — 
пространство В* с весом cope) и ||I-|[;y — норма в нем, 
т.е. I{lal[ls1 = ||шехр(—у0 || ерез B%q обозначается про- 


странство BS, в котором область © заменена Ha Qa, через Ва: — 
подпространство в нем, состоящее из функций, равных нулю при 
t>t. Ниже неоднократно функции из Ни Bs будут рассматри- 
ваться как элементы пространств Н%а и BS) соответственно. 
В этих случаях подразумевается, что к функции применен опера- 
тор ограничения на область Qa или К'.ЖФа. Чтобы не загромож- 
дать формул, писать этот оператор ограничения не будем. Мы 
также не будем писать оператор ограничения, рассматривая в С 
функции, определенные на всем К”. 

Условие С. Для задачи (2) справедлива стандартная для сме- 
шанных задач теорема существования и единственности и апри- 
орная оценка, т. е. существует такое y<oo, что при любом v>y 
задача (2) имеет в пространстве В”^ и притом единственное ре- 
шение и для любой фЕСо® (9) и 


Панк Сю. (5) 


Условия А—С выполнены, например, для всех трех основных 
краевых задач для волнового уравнения. Условие С выполнено 


9 БР. Вайнберг 233 


для положительных симметрических систем первого порядка, для 
любых консервативных или диссипативных задач. Будет рассмат- 
риваться также ослабленный вариант условия С (условие С’), 
в котором вместо оценки (5) предполагается, что ‘для любой 
функции и=р (8 еСо® (К!) с носителем в интервале (0, 1) 


реже С [и 


Здесь и ниже в этой главе знак свертки означает свертку только 
по переменной {. Очевидно, и*р будет ‘решением задачи (2) с ну- 
левыми начальными данными и правой частью в уравнении, рав- 
ной р (#)ф(х). Условия A, В, С’ выполнены для общих коэрцитив- 
ных смешанных задач для произвольных гиперболических систем, 
для которых выполнено условие A |[59; 100, 41]. 

Обозначим через Р оператор, переводящий функции ge 
EC,” (Q)NH.® в принадлежащие 'В”^ решения задачи (2). Нас 
будут интересовать решения задачи (2) только в том случае, ес- 
ли носитель начальных данных компактен. Поэтому соответст- 
вующее условие заранее включено в определение оператора P. 
Из условия С следует, что оператор Р продолжается до ограни- 
ченного оператора из пространства Н° в В”-1№%, а из условия С” 
вытекает ограниченность в тех же пространствах оператора 
Рь:Р,ф= (Pp) * п. : 

Условие О. Разрывы матрицы Грина нестационарной задачи 
уходят на бесконечность при too, т. е. для любого d>0 сущест- 
вует такое т=т(4), что обобщенное ядро E(t, x, xo) оператора P 
является бесконечно дифференцируемой функцией при а 
|x| <а, t>1(d). 

Задаче (2) отвечает следующая система Гамильтона 

Га = oH Pe oH oH 


| д-р, =O 2 = (6) 
Kak уже отмечалось выше, для задачи Коши условие О эквива- 
лентно следующему условию: для любого 4 существует такое т, 
что траектории системы (6), выпущенные из точек 
t(0) =0, х(0) =xo, 4(0) =Ao, p(0) =ро; |х| <a, Н (жо, №, Po) =0, 
лежат при Г>т в области |х|>4. В аналогичном виде можно 
сформулировать условие D для многих смешанных задач (см. ли- 
тературу к гл. IV). . 
Мы закончим это введение формулировкой основного резуль- 
es oe параграфа. Напомним, что Lo=L при |x| >a 
см. з й 
Лемма 1. Если Lo(id/dt, :9/9х) — гиперболическая матрица, 
для которой выполнено условие A, то оператор Н(1, 0/0х) = 
=det [о (1, i0/0x) удовлетворяет сформулированным в $ 2 гл. УП 
oh ga 1, 2 u 4; при этом x=ml/2, где ml — порядок операто- 
pa Н. 
Доказательство. Из гиперболичности матрицы Lo следу- 
ет, что поверхность К в пространстве R,,"+!, задаваемая уравне- 
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нием H(A, с) =0, представляет собой гладкий конус с вершиной 
в начале координат, состоящий из ml «пол». Так как в силу yc- 
‚ловия А конус К не имеет с гиперплоскостью A=0 общих точек 
помимо начала координат, то множество S={o:cER", Н(1, ©) = 
=0} представляет собой сечение конуса К плоскостью A=1 и ©о- 
стоит из т//2 непересекающихся связных поверхностей. Далее, в 
<илу однородности многочлена H(A, в) в точках конуса К спра- 
зедливо соотношение AH,’/+<o, H,’>=0. A так как H,’40 при 
(A, с) ЕК (в силу гиперболичности Lo), то <o, Но’ >50 при ое 
==5. Отсюда следует утверждение леммы. 

Из леммы 1 следует, что к задаче (5) применимы все резуль- 
таты предыдущей главы. Пусть 


Ry: Но (8) = Н" (Q), Imk >0, 7) 


— оператор, переводящий функции p=H?(Q) в принадлежащие 
H™(Q) решения задачи (4). Этот оператор будет совпадать с ones 
ратором R,=%,—', определенным в теореме 5 предыдущей главы, 
если последний рассмотреть не на всем H°(Q, Г), а на подпрост- 
ранстве этого пространства, состоящем из функций вида (jf, 0), 
1=+Н°(9). Таким образом, из леммы | и теоремы 5 ra. IX следу- 
ет, что оператор (7) конечно-мероморфно зависит от & при 
Imk>0. Пусть b>a и 


В, = Л, К, Л: Ha > НВ, Imk>0, (8) 


где /›:Н‘а—>Н® — оператор вложения, J) — оператор ограниче- 
ния на область Q». Оператор (8) отличается от оператора, опре- 
деленного в формулах (38), (39) предылущей главы, еще ббль- 
шим сужением области определения оператора А» и ббльшим рас- 
ширением пространства, в котором рассматривается результат 
действия оператора. Если обозначить временно оператор, опреде- 
ленный в формулах (38), (39) гл. IX через №», то связь между 
ним и оператором (8) будет иметь вид 


Re = Л Rew Jo, (9) 
где оператор J,’ каждой функции fEH°®, ставит в соответствие 
(7, 0) ЕЯ°.-1(©, Г), а Л’=ЛЛ. В дальнейшем всюду под операто- 
ром R, будет пониматься оператор (8). Мы сознательно восполь- 
зовались обозначениями предыдущей главы, имея в виду, что 
операторы К» и Rey отличаются несущественно, и для оператора 
(8) в силу ‘формулы (9) справедливы все утверждения, получен- 
ные для К» в предыдущей главе. Ниже будем ссылаться на них 
применительно к оператору (8) без каких-либо дополнительных 
пояснений. Отметим еще, что, указав в формулах (7), (8) на то, 
что Imk>0, мы выделили один из двух существующих операто- 
ров К» (см. замечание 3 к теореме 6 гл. 1Х). Для удобства даль- 


нейших ссылок сформулируем ‘часть утверждений теоремы 6 
гл. [Х в виде отдельной теоремы. 
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Теорема 1. Пусть для задачи (2) выполнены условия А и 
В. Тогда оператор Ry, определенный первоначально формулой 
(8) при Imk>0, допускает конечно-мероморфное продолжение 
на область D, (всю плоскость параметра №, если п нечетно, или 
риманову тюверхность функции Ink, если п четно). _ 

Продолженный оператор мы также обозначаем через Re. 

Обозначим через Us, а, В>>0, область в комплексной плоско- 
сти №, для точек которой 


Пт] <aln|Rek|—8. (10} 


В случае четного п к этому неравенству надо добавить еще усло- 
Bue —n/2<argk<3n/2. Основной результат следующего пара- 
графа, на основе которого в $ 3 будет получена асимптотика при 
|-> со решений нестационарной задачи, состоит в следующем. 

Теорема 2. Пусть для задачи (2) выполнены условия А, В, 
С’, О. Тогда существуют такие константы С, Т, а, В< со, что при 
REU,,5 имеют место оценки 


Ан < САР фр, O< f<m+1, (Ш) 


IRE —(— ik)" фол < СВ" ем фрл. (12) 


Оценка (12) показывает точность оценок (11). 

На протяжении всей главы константы а и $ считаются фик- 
сированными и мы не будем следить за зависимостью каких-ли- 
бо величин от аи 6. 


$ 2. Коротковолновая асимптотика решений 
стационарных задач 


В этом параграфе будет доказана теорема 2 и получен глав- 
ный член асимптотики R, при kREUz», |k|—-oo. Предварительно 
введем некоторые обозначения и получим необходимые для даль- 
нейшего вспомогательные утверждения. 

Через Lo(R'; Н) будет обозначаться пространство Ly на пря- 
мой со значениями в тильбертовом пространстве Н. В этой гла- 
ве не будет встречаться оператор преобразования Фурье по пе- 
ременной x. Поэтому если u=u(t, x), то через и будет обозначать- 
ся функция F;,,u. Ниже неоднократно будет ‘применяться опера- 
тор Fi+e к функциям, определенным только при #>0. В этих слу- 
чаях подразумевается, что функция продолжена нулем в область 
t<0. Следующая лемма очевидна. 

Лемма 2. Пусть F(t) :Со®(9.)-—С®(9) — оператор с бес- 
конечно дифференцируемым при || <а, |x|<b, = К! ядром, рав- 
ным нулю при |t|>t. Тогда при любом $ оператор Ё(Е):Н%-— 
AS) является целой функцией Ё, и при всех k, любых $ и ]>0 


IF ols.) < СЕМ [фра 
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Лемма 3. Пусть и= BG, Ou/dti=0 при #=0, 0<j<m—2. 
Тогда функция Й=Рьььи является целой функцией k со значения- 
ми в пространстве Hey’ и при всех k и 1<j<m обладает оцен- 
ками 


1 Im—i,(s) < С] m ermal | thom 


Доказательство. НИ леммы следуют из того, 
что функцию и, продолженную нулем при #<0, можно рассмат- 
ривать как операторнозначную функцию &, равную нулю при #< 
<0и ¢>+1 4 такую, что 

д/— шдН-—1 © Ly (R4; HB"), 1< | 

Лемма 4. Пусть Нь Н2 — Pein пространства, 
N(t):Hi>H_ — семейство ограниченных операторов, бесконечно 
дифференцируемо зависящих от t при 1ЕЁ'!, аналитически зави- 
сящих от t при Ке > Т>>0 и равных нулю при t<0. Пусть суще- 
ствуют такие константы jo и Cj, что при всех j>0 


|2=^ 6] «сие, Ret >T. 


Тогда оператор 
N=F,.,,N (t):Hi>Ho, Imk>0, 
продолжается аналитически в область —n/2<argk<3n/2 и ume- 
ет при |k|>1 оценки 
Ml <C;|k| fet lime|, ]>0. (13) 
Если к тому же N(t) является многочленом по Ё при Ret>T, | TO 
№ аналитически зависит от k при всех k0. 


Доказательство. Очевидно, оператор N определен и ана- 
литически зависит от k при Imk>O. При этом 


М = (— ini [М (Фе 4, (14) 
0 


Обозначим через J, контуры в комплексной. плоскости ft, образо- 
ванные отрезком [0, Т] и лучами [Т, Tico). При > +2 KOH- 
тур интегрирования в (14) можно в зависимости от значения R 
заменить на [+ или [-. Точнее, при j>jot+2 справедливы равен- 
ства 
N= (—№)-! | Меча, 0< argh < 1/2; 
+ 


N= (ik) { NPP eft dt, п/2 <агеЁ < я. 
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Первая из этих формул позволяет продолжить аналитически опе- 
ратор N в полуплоскость Rek>0, вторая — в полуплоскость 
Rek<0. При этом получится аналитическая функция №, если 
N(t) — многочлен no ¢ при |#|>Т и, значит, М ==0 при i>io и 
Ret>T. Из этих же формул сразу следуют оценки (13) при i> 
>jot+2 и, значит, при всех j>0. № 

Обозначим через Е°(Ё, x, ж).матрицу Грина задачи Коши для 
оператора Lo (см. формулу (1)), т. е. решение задачи 


L (i, i-<) B=0, t>0, 


; (15) 
ol Ee — (0, j<m—t}, 
ati = 18(x— x07, фт 
где 6(х—х) — дельта-функция, of — единичная матрица. Как 


уже отмечалось, из условия А следует, что ‘порядок ml операто- 
ра detL, четен. В этом случае при ‘нечетном п имеет место прин- 
цип Гюйгенса, т. е. внутренняя пола характеристического конуса 
оператора Lo будет лакуной при m<n+1 и, слабой лакуной по- 
рядка не выше m—n—1 (т. е. Е будет там многочленом порядка 
не выше m—n—1) при m>n-+1 [58, 44]. Следующая лемма яв- 
ляется следствием явных формул (Герглотца — Петровского 
[46] ) для E° и заменяет (вместе с леммой 4) отсутствующий в 
случае четной размерности пространства принцип Гюйгенса. Обо- 
значим через i, пространство /[Х{!-матриц u=u(t, x, Xo), опреде- 
ленных в области 


Q.={(t, x, ж) Вет, |х|<8, |м|<а} 
‘бесконечно дифференцируемых по совокупности переменных, ана- 


литических по Ёи при некотором jo и любых j, р= (Ри, ..., Pn)» 
4= (9, ..., Qn) имеющих оценки 
[ре Deu < Суза, (6х, Ho) Qe 


Здесь |lv|] — максимальный из модулей элементов матрицы у. 

Лемма 5. Существует такое т’, что Ее... Если п нечетно, 
то E° является многочленом по Ё при (t, x, х) EQ." порядка не 
выше m—n—1 (Е =0 при т<п—1). 

Очевидно, функцию t=t(d) в условии D можно считать не- 
убывающей и бесконечно дифференцируемой, так как в против- 
ном случае ее можно заменить на большую функцию, обладаю- 
щую указанными свойствами. Пусть т=т!(4) — неубывающая, 
бесконечно дифференцируемая функция при 4>0 такая, что 
т! (4) >*(4) при всех 4>0, т! (0) >>т(5) +1 и расстояние между 
кривыми т=т(4) и т=т! (4), 4>.0, в плоскости А? не меньше 
единицы. Тогда существует АЕ &=6( x), C=C~(R"t!), та- 
кая, что $=1 при #<т(х|), 6=0 при t>ti(|x]), C=C(t) ‘при 
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|x| <6 и при всех j ир= (р... Pr) 


д! 
i (16) 


Зафиксируем функцию 5, обладающую указанными свойствами. 
Теорема 3. Пусть выполнены условия А, В, С, D и фЕН\.. 


— 
Тогда &Рф является целой функцией k со значениями в простран- 
cree Hiy"—', и существуют такие константы С, Су, T, a, В<оо, 
что при всех k, |k| >e>0, справедливы оценки 


EP om iin < С) [ele Joe, O<jemti, (7 
ПР (i) glo < Сети, 8) 

а при ЁЕО.,„ь и любых j>0 — оценки * 
(19) 


уф — Роны < СПФ fa. 


Доказательство. Обозначим через О(З?) пространство 
функций, принадлежащих В”^ и удовлетворяющих однородным 
граничным условиям задачи (2), а через HY — оператор, перево- 
дящий функции ие (4%) в L(x, 10/01, id/dx)u. Таким образом, 


0, 1<т—1, 
ф, j=m—1 


означает, что функция и принадлежит 0 (2?) и является решени- 
ем задачи (2). Аналогично, задачу (4) будем кратко записывать 
в виде ?,и=Ф, где оператор LH, определен на пространстве 
2(%,), состоящем из функций, принадлежащих H™ и удовлетво- 
ряющих граничным условиям задачи (4), и Y,u=L(x, №, 9 /0х) и. 

Так как функция 5 обладает оценками (16) и не зависит от x 
при |x|<b, то оператор умножения на € переводит пространство 
D(@) в себя. Учитывая еще, что Рф является решением задачи 
(20) при ФЕСо® (9) ПН°а, получаем, что при этих ф 


L(EP9) =FQ, РЯ, =[ 1<т—1, 


Зи=0, ий. = | (20) 


9, j=m—l, Go 


где Fo={Z, Рф u {$ 4} — коммутатор < и операто умно- 

жения на 5. Так как {9 }=0 при 2<т(|х|) и не, то в 

силу условия D оператор F является интегральным оператором с 
бесконечно дифференцируемым при |ж|<а ядром 7, равным 

F(t х м) ={, ЧЕ(Ь x, %), |ж|<а, (22) 

* Если предположить ||| и ||| m+s—1.y<Callplle, 5>0, вместо (5), by ak (19) 


можно заменить т на 5 и 0 на —5. В доказательстве меняется только 
на H,=H,-*. 
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и f=0 при t<t(|x]) и t>t1(|x]). Наконец, из оценок (16) и ус- 
ловия С следует, что 


ИИЗРФИи-ьт< СИФИо,л. (23) 
Поскольку &=0 при #>11(|[х|), то из (23) и леммы 3 следу- 


ет указанная в теореме 3 аналитичность функции бРф, а также 
справедливость оценок (17) при 1<j<m. Получим оценку (17) 
при j=m-+1 и оценку (18). Для этого ‘применим к задаче (20) 
преобразование Фурье по #. Получим, что при феС®о (9) ПН. и 


Imk>y функция Рф принадлежит D(L,) и 
РФ =Ф+ Fo. 


Возьмем ограничение правой и левой частей равенства (24) на 
область @ь. Тогда как элементы Hy)! они будут аналитически 
продолжаться на всю комплексную плоскость k. Для левой ча- 


(24) 


сти это следует из уже доказанной аналитичности функции 5Рф, 
для правой — из леммы 2, примененной к оператору F. Запишем 
теперь матрицу 3?» в виде © 
т— 
д 


Le=(—i + У с’ (« iz). (25) 
j=0 


где J — единичный оператор, Nm; — дифференциальные опера- 

торы порядка m—j. Подставим в (24) вместо DY, разложение 

(25) и затем перенесем из левой части в правую все слагаемые, 
— 


кроме (—ik)"¢Pq. После этого оценим норму в fis)! левой ча- 
сти через сумму норм слагаемых правой части равенства. Учиты- 
вая уже доказанные оценки (17) и оценку для Еф, вытекающую 
из леммы 2, получим оценку (17) при |=т-Н1 и ФЕСо®(®) ПН“. 
По непрерывности эта оценка справедлива для всех феЕН®.. 
Аналогично из (24) получается оценка (18). 

Чтобы получить оценку (17) при j=0, запишем равенство (24) 
в виде 


LoEPP=9+FO—(Lp—LEPY. 


Из условий A, В следует, что эта задача (для оператора Po) эл- 

липтична, и, значит, можно воспользоваться локальными априор- 

ными оценками, полученными в теоремах 5, 6 ra. VI. Из них сле- 
—_ 


дует, что если СРфеНь+) и эта функция удовлетворяет rpa- 
ничным условиям задачи (4), то 


— a — — 
[РФ м, < СФ + ЕФ— (4, — 0) EPPh,o+y + [СР Ploc+y], 
(26) 
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где константа С не зависит от А. Пусть p=Co?(Q)NH% и, зна- 
— 


чит, СРфе Ва. при любом 4 и т=т! (4). Тогда 5Рф как эле- 
мент Ну) будет целой функцией №. При тех же ф функция 


Рф и, значит Рф удовлетворяет граничным условиям задач (2), 
(4). Значит, при указанных ф оценка (26) справедлива при всех 
комплексных k. Теперь распишем в (26) Y,—Lo в виде суммы 
однородных по Ё операторов с помощью (25) и оценим норму 


правой части в (26) через сумму норм слагаемых. Норма Fo 
оценивается с помощью леммы 2, а норма остальных слагаемых — 
< помощью оценок (17) при 1<j<m. Нужно только заметить, что 
в лемме 2 и оценках (17) константу 6 можно было взять любой 
и, значит, ее можно заменить на 6+1. Это приводит к оценке 
(17) с j=0 при феЕСо®(®)ПН% и, значит, при любых p= На. 
Заметим, что задача (21) приводит к стационарной задаче 


(24), в которой «невязка» Еф мала при #-— 0, HO не имеет KOM- 
пактного по x носителя. Чтобы доказать оценки (19), будет по- 
строен некий «компенсатор», позволяющий получить в стацио- 
нарной задаче малую «невязку» с компактным носителем. 

Продолжим функцию (22) по х бесконечно дифференцируемо 
в Ю”"\О так, чтобы продолженная функция, которую мы будем 
продолжать обозначать через f, оставалась равной ‘нулю при 
(x, t) таких, что |х|<а, t>1(a). Пусть v=v(t, x, x) — реше- 
ние задачи Коши 


т (i+. о-в t>0, хе 2", жЕЙ,; 
р (27) © 
dlu - 
и =0, $= 0, 0<j<m—t. 


Тогда v= С° (Ri. x К" х9,). Через V(t) обозначим интеграль- 
ный оператор из Со®(9.) в С®(К") с ядром v(t, x, ж). Пусть 
pecn(R"), =1 при |x|>a, ф=0 в некоторой окрестности ком- 
пакта R*\Q. «Компенсатором», о котором речь 'шла выше, будет 
сператор —pV(t). . 
Покажем, что 
Wo=CPo—pV (t)peD(L) при хе Со® (@) ПН“, (28) 
может быть, C ббльшим, чем раньше, значением константы у 
ueBY, если ueD(L)). Действительно, как отмечалось выше, 
tPpeD(L). Далее, так как РфеЕВ””^ и Еф={%, Pq, где 
{?, t} — оператор порядка не выше т—1, коэффициенты KOTO- 
рого обладают оценками типа (16), то ЕфеВ'\. Тогда из стан- 
дартных оценок для решений задачи Коши |[48, 117, 41] выте- 
кает, что У()феЕВ”», возможно, с ббльшим значением у. А тах 
как p=0 в окрестности Г, то pV(t)p]D(L), и это доказывает 
включение (28). 
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Подставим функцию (28) в задачу (20). Учитывая (21) и 
(27), получим, что при фЕСо® (9) ПН“ 
0, j<m—l1 


Я 9+ L0—WVOG, WOPlao={ 
2) 


Теперь «невязка» (правая часть в уравнении (29)) бесконечно 
дифференцируема u равна нулю при |x|>a. Существенно, что 
она обладает достаточно хорошими свойствами при foo, поз- 
воляющими оценить при больших |k| ee преобразование Фурье 
по [ Сделав в задаче (29) ‘преобразование Фурье и учитывая 
(28), получим, что при Imk>y и ФЕСо”(9)ПН%, функция Wo 
принадлежит D(L,) и 


L.V9=9+N(H)9, М = —07+ 4. А-УЙ. (0) 


Рассмотрим М как оператор, действующий из пространства Н®. в 
Нб. Пусть при некотором & из полуплоскости. Пи #>>у его норма 
не превосходит 1/2. Тогда оператор /+М№М переводит Со”(@)ПН% 
в плотное в H°, множество. Обозначим его через H(k). Из (30) 
получаем, что при тех k ‘из полуплоскости Imk>y, для которых 
ВМ Ч», 
a 
Rep = W(1+N)—p, pe (a). (31) 
Займемся теперь изучением оператора М. Обозначим через /т 
пространство операторов, удовлетворяющих условиям леммы 4 с 
H,=H°, и Н.=Н%®ь при любом $. Покажем, что оператор V(t), 
продолженный нулем при t<0, принадлежит /т при некотором 
Т< со. Продолжим функцию v, обобщенное ядро Е оператора 


P, функцию Грина E° задачи Кощи (15) и функцию f нулем при 
t<0. Тогда 


i (i > i) E,=8(t)8(x—x) J, ERY, хе К, 


L (x iz, =) CE 6060—2941, х, №), HERE, хаб. 


Поэтому, если ф — взеденная выше функция и ptE считается 
продолженной нулем ‘по x в область А”\® (где ф=0), то при 
(1 x) ЕВ"+! | 
д „9. 
L (т) КВ =48 06—99 +4/+ 1. WEE. 
Положив теперь 
omplE—F°+u, (32) 
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получим, что функция и является решением задачи 
= 0: 3.10 : n+l 
L, (i —, i—_ u=g, хе 
o( a Ox ) а, лек, 


u=g=0, t<0, 


(33) 


где 
B= (1—$)5(1)6(х—ж) J+ (1—p) FLL, УХЕ (ФСЕ). 


Функция g равна нулю, если |x|>a или #>т!(а). Обозначим 
через С интегральный оператор ¢ ядром g. Из ограниченности 
оператора Р:Н°.—В”-\Ъ% вытекает ограниченность оператора 


б:Н®-—Н-1 (В+). (34) 


Так как решение задачи (33) дается сверткой Е и g (по всем 
переменным) и g=O при |x|<a, при #<0 и при Е>ти(а), то из 
леммы 5 и ограниченности оператора (34) следует, что 
h(t) U(t) ет, где U(t) — интегральный оператор с ядром и, T= 
=1 (а) 7-1, й=С®(К!), й=1 при t>T, h=0 при t<T—1. 
В силу той же леммы 5 пространству [т ‘принадлежит интеграль- 
ный оператор с ядром #(#) Е°. Так как, кроме того, pCE=0, ког- 
да |x|<b, t>T—1 (напомним, что T1>% (а) > (0) >1(b)), 
то ‘из (32) следует, что A(t)VEly. Поскольку функция о беско- 
нечно дифференцируема, отсюда вытекает, что Ут. Значит, Co- 
гласно лемме 4 при любом $ оператор 


У: > Hw, —1/2 < argk < 3n/2 


аналитически зависит от k (при нечетном п он аналитичен при 
k~0) и обладает при |Е|>1 и любом j>0 оценками 


IV чье < СЛЕ ети | фр. (35) 
Выберем теперь константы а, В так, чтобы 


1 
IN Ghe< [Фра при && Ио. 


Существование таких констант следует из (35) и формулы (30) 
для оператора М. Тогда при REU,(\{k: Im k>y} справедливо pa- 
BeHCTBO (31). Взяв ограничение обеих частей этого равенства на 
область Q» 'и‘вспомнив вид оператора W (формула 28)), получим, 
что при Ёе0.„в[{:Пп >} и ФЕН (Е) 


№95 ЕРР-ФИ, [=И+М№- EQ). (36) 

Из (23) следует, что IEP F In, < С (®) floc. Поскольку, кроме 
того, |№М <, а для 7 имеют место оценки (35), то из справед- 
ливости равенства (36) на плотном множестве H(k) CH, выте- 
кает его справедливость при всех фЕН%. Далее, поскольку обе 
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части равенства (36) как элементы Н\ь)”-! продолжаются анали- 
тически Ha область И.„, TO оно справедливо при всех РЕ. 
Наконец, поскольку оценки, аналогичные (35), справедливы для 
оператора N (см. формулу (30)), то из (35), (36) и (17) выте- 
кают оценки (19). 

Доказательство теоремы 2. При выполненном условии 
С теорема 2 является следствием теоремы 3. Пусть вместо усло- 
вия С выполнено условие С’. Доказательство теоремы 3 было 
приведено в таком виде, чтобы его можно было ‘использовать в 
этом случае для получения некоторого аналога теоремы 3, co- 
держащего утверждения теоремы 2. Укажем на те изменения, ко- 
торые при этом нужно сделать. Вместо оператора Р надо исполь- 
зовать Py, Pyp= (Рф) *p, где peECo™(R'), зиррие[0, 1] и 


1 
Пава 1, (37) 
0 


а функцию 6 заменить на би, &1(& x) =5(1—1, x). Все встречаю- 
щиеся после этого функции и матрицы будут, вообще говоря, за- 
висеть от p. В частности, вместо Е и E° в соответствующих фор- 
мулах будут участвовать Е, =Е*ри Е, = Е0 xy. В нестационар- 
ных задачах (20), (21) надо считать начальные ‘условия нуле- 
выми, а в правой части уравнений добавить слагаемое yp(t)@. 
В соответствующих стационарных задачах (24), (25), (30) надо 
заменить ф на в (#)$. 

Оценки (17) при: 1<]<т для СР,ф будут справедливы с 
константой С, не зависящей в силу (37) от функции p. Из-за ука- 


занных изменений в уравнениях (24), (25), (30) оценки (17) при 
— 


]=0и j=m+1 для СРьф будут иметь место с константой C= 
=C\+Cou(k), где Ci, С. не зависят от р. Вместо (20) будет 


— 
справедлива аналогичная оценка для функции СРьф — 
— (—#)"и (®)хФ с константой С=С!-Н Сор (®), где Ci, Co не за- 
висят от |. 

Далее, вместо формулы (36) будет иметь место следующее со- 
отношение 

= = ~ ~ 

ReP=CPuf —PVal, F=(U()l+Nulh))'@, (38) 
справедливое при Tex k из полуплоскости Imk<y, для которых 
оператор (и (&)1-+М,(Ё)) обратим. 

Наконец, заметим, что максимум функции }/,={$Ф, ЦЕ, и ее 
производных оценивается на любом компакте константой, не за- 
висящей от и (если выполнено условие (37)). Точно так же нор- 
ма оператора С, (формула (34)) оценивается константой, не за- 
висящей от р. Это приводит к тому, что для оператора Я, кон- 
станты Cs; в оценках (35) можно выбрать не зависящими от p, 
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и, значит, аналогичные оценки с независящими от p константами 
справедливы для оператора N,. В частности, при любом j>0 


1№(®) Poa < СЛЕТ eT Io Joye. (39) 


Зафиксируем какую-нибудь функцию и, удовлетворяющую ука- 
занным выше условиям, и пусть точка А такова, что д (№) = сое 
720. Выберем теперь константы а, В так, чтобы при Ее, 


| со | С, | В |7 e(T+1) Шт &-НЕп ol < 4, (40) 


Tae константы Сь, T — те же, что и в формуле (39). Теперь возь- 
мем произвольную точку хе.„ь и всюду функцию p заменим 
на ры: 

в (0) = p (x) в (0 ety, 


где константа p(x) подбирается Tak, чтобы было выполнено ус- 
ловие (37). Очевидно, 


ет «р (х) < ет, 


Это вместе с соотношением Bx (#) ex =сор(%) и оценкой (40) приво- 
дит к тому, что оператор 


ри (#) + Ny, (4): Ha He (41) 


при k=x обратим. Поскольку в силу оценок (35) для оператора 
М№,„(®) этот оператор компактен, то из теоремы 8 гл. VI сле- 
дует, что оператор, обратный к (41), мероморфно зависит от К. 
Это доказывает справедливость равенства (38) при и=у» для 
всех k@U,z,». Если в (38) с p=px положить R=x и воспользо- 


о 
ваться оценками для Vy, М, WC Pup, в которых зависимость 
констант от p была указана: выше, то получим оценки (11), (12) 
в точке &=хеИ.„ (в которых константы С, T не зависят OT x). 


Остается напсмнить, что х — произвольная точка области Ua,p- 
Е 


$ 3. Асимптотика при foo решений смешанных 
задач 


Пусть v=B™—!* — решение задачи 
( pO! oO . 
Е (« => iz) ol x) =0, xe Q, t>0; 
, 0 _ 7 (42) 
B(%i et ок =0, #>0; 
of 0, x) =0, 0<j<m—2, 4" 2 (0, x) =F (x), хе® 


245 


или решение задачи 
[ ‚9 9 _\ „(У = —iwt x Q 
Е St о Se, Ee 
B (+ iz) v(t, x)|r=0, #>0; (43) 
дх 


0, x) =0, 0<j<m—1, xeQ. 


Здесь и ‘ниже область Q и операторы L, В — Te же, что и в 
$ 1, 2, {= Н%, «о — произвольное комплексное число, C=y для за- 
дачи (42), С>тах(у, по) для задачи (43), где у определено в 
условии С. В течение всего параграфа без дальнейших напоми- 
наний (даже в формулировках теорем} подразумеваются выпол- 
ненными условия А, В, С’, О. Под решением задач (42), (43) по- 
нимается решение в следующем (сильном) смысле. Пусть Un — 
классическое, т. е. принадлежащее пространству B™*, решение 
задачи (42) или (43) с функцией frcjCo~(Q)MH%, вместо f. Бу- 
дем говорить, что оеВ”-\" является решением задачи (42) или 
(43), если существует такая последовательность функций [= 
еСо®(®)ПН°, сходящаяся к } в пространстве Нб, при noo, что 
соответствующая ей последовательность Up классических решений 
задачи сходится к и в пространстве В”-!*. Если выполнено усло- 
вие С, то указанные сильные решения задач (42), (43) сущест- 
вуют для любой функции [=Н°. и единственны. Решение задачи 
(42) равно Pf, а решение задачи (43) строится с помощью опе- 
ратора Р и принципа Дюамеля. Если выполнено ‘условие С’, то 
задача (43) юднозначно разрешима при всех [еЕН%, а задача 
(42), возможно, имеет решение не при всех fEH%. 

Как и выше через Lo(R';N) будем обозначать пространство 
[2 на прямой —oo<t<oo или на прямой Imk=const в комплекс- 
ной плоскости k со значениями в гильбертовом пространстве М. 
Пусть ое=Ё (К; М) если v=v(t) и оехр(—%1) ЕЁ. (Е; М), при- 
чем 

Ih,» sana) = |еМоивь №). 

Напомним, что константа у определена в условии С, для sa- 
дачи (42) C=y, a для задачи (43) & — любая константа такая, 
что C>max(y, Imo). 

Лемма 6. При Imk>y оператор (7) не имеет полюсов. 

Если решение оеВ”-!* задачи (42) или (43) продолжить 
нулем при 1<0 и рассмотреть как элемент пространства 
13 (В; H™") с любым v>t, то оно будет представляться в 
виде: 

Е 


о J №4 — для sadam (42), (44) 


ty—oo 


246 


i ett dk — для задачи (43), (45) 


где интегралы сходятся в пространстве Т%(В1; H™—'). 
Доказательство. Если функция оеВ"-\ ‘продолжена 
нулем при #<0, то ое 13 (В'; Н"") и функция 


(k, x) = i v(t, x) e* dt 


как элемент Н”-! определена и аналитически зависит от А при 
Imk>y. Кроме того, на любой прямой Imk=v, v>y функция 5 
принадлежит [2(Ю!; Н”-!) и имеет место формула обращения 
: eee 
v(t, x) = | о, x) e~# dk, (46) 
д 
iv—0o 
где интеграл сходится в [% (В; H+), 

Пусть {9,} — продолженная нулем при ¢<0 последователь- 
ность классических (принадлежащих Втл) решений задачи (42) 
с [=РеСо®ПН°а, которая определяет решение о=В”-'\ задачи 
(42). Очевидно, , 

б„=Ю при Imk>y. 


Так как 0-0 в пространстве Г5*(К!; Н”-!) при noo, то левая 


часть последнего равенства при п-—со стремится в пространстве - 


H"— к 6(k, x). Поэтому; переходя в этом равенстве к пределу 
при noo, получаем, что 


5(k, x)=Ref при Imk>y, (47) 


эсли k не является полюсом оператора (7). чтоскольку левая 
часть равенства (47) аналитически зависит от k при Imk>y, то 
из (47) следует, что оператор Ю»:Н%.-—Н"”-! аналитически зави- 
сит от k при Imk>y. Но тогда и оператор (7) неможет иметь 
полюсов при Imk>y. 

Из (46) и (47) следует (44). Аналогично доказывается спра- 
ведливость равенства (45). № 

Асимптотика решений задач (42), (43) будет получена отдель-, 
но в случае ‘четномерного и нечетномерного пространства. 

Нечетное п. Напомним, что в этом случае оператор К» явля- 
ется мероморфной функцией REC. Из теоремы 2 и леммы 6 сле- 
дует, что в каждой полуплоскости Imk>c находится ‘не более 
конечного числа полюсов оператора Ry. Занумеруем их так, что- 
бы ШАЁни< п). Тогда |пЁ,-—со при j--oo, причем эти полю- 
са отходят от вещественной оси по крайней мере логарифми- 
чески. 
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Теорема 4. Пусть п нечетно, f=H% и v= B"-1Y — решение 
задачи (42). Тогда в области Q» при любом М<со имеет место 
разложение : 

м 


v(t, x) =—i У} тез [Ве 9 + ww (Е, 2), (48) 
PaCS i 


j=l 


где при любом e>0, любых $, j=0, 1, 2, ..., некоторых Ти, Tx<0o 
и t>T,+jT2 имеют место оценки 


|r Uh gg SOM 5 р. (49) 
s,() 


Замечание 1. Аналогичное разложение справедливо, если 
начальные данные в задаче (42) таковы vf (0, x) = $; (х) eH, 
Мы не рассматриваем подробнее этот случай, поскольку решение 
такой задачи (а значит, и соответствующее асимптотическое раз- 
ложение для него) тривиально выражается через решение за- 
дачи (42). 

Замечание 2. Так как оператор В, конечно-мероморфно 
зависит от А, то формулу (48) можно переписать в виде 


N Pj 
v(x) =} (У ug; (x) eit + wy (t, x), 
j=1 q=0 

где р/<со и ug jeC~(Q). Бесконечная дифференцируемость 
функций Uy; вытекает из того, что Ryf при №52Ё; удовлетворяет 
уравнению и граничным условиям задачи (4) с Ф={. 

Замечание 3. Полюсам оператора К», лежащим в верхней 
полуплоскости, соответствуют в (48) экспоненциально растущие 
при too слагаемые. Полюсам, лежащим на вещественной оси, 
ствечают слагаемые вида произведения колеблющейся экспонен- 
ты (или единицы, если kj=0) на многочлен по ft, порядок которо- 
го меньше порядка полюса. Полюсам, лежащим в нижней полу- 
плоскости, соответствуют экспоненциально убывающие при too 
слагаемые. Согласно теореме 6 гл. IX, оператор Ry имеет полю- 
са в тех и только тех точках А из верхней полуплоскости, в кото- 
рых однородная задача (4) имеет нетривиальное ‚решение, при- 
надлежащее Н” (точка k является собственным значением); опе- 
ратор Ry имеет полюса в тех и только тех точках #50 вещест- 
венной оси, в которых однородная задача (4) имеет. нетривиаль- 
ное решение с соответствующими условиями излучения на беско- 
нечности. Теорема 8 ra. IX дает достаточные условия, обеспечи- 
вающие отсутствие у оператора К» полюса в точке R=0. 

Доказательство теоремы 4. Если решение задачи (42), 
продолженное нулем при #<0, ограничить на область А'Х®» и 
рассмотреть как элемент пространства L3(R4; НЗ), то из 
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| 
J 


леммы 6 получим, что 
1 tv+oo ot 
v(t, x) =—— | Ве, xeQ,, (50} 


iv—o 
где интеграл сходится в пространстве [2 (1; HG), v= y+1. 


Пусть m>1. Тогда из оценки (11) следует, что интеграл в 
(50) при каждом #>0 сходится в сильном смысле в пространст- 
ве Н.ь)"-3. Перепишем (50) в виде 

ivtoo 
: Ве dke НЗ, m>1 (51) 
On Nery a") › oil, 


iv—o 


о = 


где через включение в пространство Н№° обозначен тот факт, 
что интеграл сходится в указанном пространстве в сильном смыс- 
ле при каждом t>0, и равенство имеет место при каждом #>0, 
как равенство элементов из ДН °. 

Пусть т=1. Так как при #>0 


iv--oo ь 
| [k—i(v + 1] 1-4 =0, 
и—ю 
то равенство (50) можно переписать в виде 
фу 


v(t, ) =—— | (Ref —ilk—i(v + I ре-м а, хеЯ, (52) 


iv—co 


где интеграл сходится в пространстве L3(R'; H@). Us (12) 

следует, что пои w=] интеграл в (52) при каждом #>0 сходит-- 

ся в сильном смысле в пространстве H@. Таким образом, при 

m=! равенство (52) справедливо при каждом #>>0 как равенст- 

во элементов из H@, что обозначается следующим образом: 
У co 


v= i (R,f—itk—-iwt DIO fetdke He. (63) 


и—® 


Для доказательства теоремы 4 продеформируем контур интег- 
рирования в (51), (53) вниз и затем оценим полученный инте- 
грал. Новый контур, который MBI обозначим через Г, изображен 
на рис. 1 жирной линией. Тонкой линией на этом рисунке изоб- 
ражена граница области Uz, определенной неравенством (10), 
где а и В даются теоремой 2. Обозначим через /(5) прямую 
Imk=Imky4yit6. Контур Г состоит из отрезка прямой /(6), ле- 
жащего вне U,,,, и части границы U,,,, находящейся ниже этой 
прямой. Зафиксируем какое-нибудь 6 такое, что e>5>0, и ка 
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прямой [(6), а также между 1(6) и [(0), нет полюсов оператора 
Ry. Так как п #;-> —oo при jroo, такое 5 существует. 

Обозначим, для краткости, через u(k) подынтегральную функ- 
цию в (51), если m>1, или — в (53), если т=1. Рассмотрим ее 


как функцию Ё со значениями в пространстве Ни °. Так как 
оператор В,: Hi Hey мероморф- 

Тек 
но зависит от А, то функция u(k) меро- 


морфна. Из теоремы 2 следует, что 
функция u(k) имеет в О.,› оценку 


Re k “(< СЕ? еп д. 


Это позволяет в интегралах (51), (53) 
$ заменить при #>Т контур интегрирова- 
ния на Г, а разность между соответству- 
ющими интегралами по прямой Imk=v 
и по Г вычислить с помощью вычетов 

. в полюсах, находящихся ` между этими 
контурами. Таким образом, поскольку в Va ¥ нет полюсов опера- 


тора R,, то 
v(t, x) = — у res [R, {е- №] + on (t,x), t>T, (54) 
Ime ky 0>о М 


Рис. 1 


где } 
И ea t>T. (55) 


Так как при ¢ >0 интеграл 
{ [Е — (у + 1)]-! et dk 
r г 
абсолютно сходится и равен нулю, то при t>T формулу (55) 
можно переписать в виде 
ыы =) Вене HS. (56) 
so 


Оператор Ry не имеет полюсов на Г. Поэтому из оценки (11) сле- 
дует, что при РЕГ 


I Ref bm) < Сы (1+ |e) eM" * |. 


Из последних двух соотношений ‘получаем, что при t>T+ (3+ 
+) № 


т, (6) 


|F-» | <5 Sie Rien. [4] < 
г 
< Са | (1 + | Еее | dk| = 
$ 
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Cy AMPH Fyn [CL + [apie eT Mtn nH? |e 


(57) 


Так как _Imk=—aln|Rek|—p при kel и и достаточно 
больших, то последний интеграл при t=T+(3+j)/a абсолютно 
сходится. А так как Imk<Imkyyite при Ке=Г, то значение это- 
го интеграла при #>Т+ (3-7)/& не превосходит значения это- 
го же интеграла при #=Т-- (3+])/а. Таким образом, из (57) сле- 
дует, что при всех j и > Т- (3+] /“ 


Sem и SOM р р (58) 


Сравнивая формулы (48) и (54), получаем, что 
wy (t, x) = On (t, x) +1 у res[R, fe- “*]. 
Im (fyi =O, 7 
i<N+1 


A так как оценки (49) при s<m получены для функции wy, и 
они, очевидно, имеют место для второго слагаемого в правой ча- 
сти последнего равенства, то отсюда следует, что эти оценки при 
$<т справедливы для функции wy. Для того чтобы получить 
эти оценки при s>m, заметим, что при любом #52; функция 
Raf exp (—ikt) удовлетворяет при хе@ь уравнению задачи (42) с 
правой частью fexp(—ikt) и граничным условиям этой задачи. 
Значит, вычеты, стоящие в формуле (48), а следовательно, и. 
функция Wy удовлетворяют уравнению (42) при хеФь и гранич-- 
ным условиям задачи (42). 

Таким образом, J . 

Е, aw №, хе бы; (B(x, и) ww lr =O, (69 

Ox Ox 

где h=[L(x, 0, id/0x)—L(x, id/dt, id/dx)|wny. Мы заменили здесь. 
Ь на 6-+-1, поскольку BO всех полученных ранее результатах KOH- 
станту 6 можно было взять любой. В силу условий A, В задача 
(59) эллиптична. Оценки (49) при $>т следуют из локальных 
априорных оценок для эллиптических задач (теорема 6 гл. VI), 
примененных к задаче (59), и уже полученных оценок для Wy C 
S<M, в которых тоже можно заменить 6 на 65-1. 

Теорема 5. Пусть п — нечетно, f&H%, ® — произвольное. 
комплексное число и и=В"-№ — решение задачи (43). Тогда в 
области ®ь при любом N<oo имеет место разложение 


ид res [Re > =" |+ 
md 
| 


&—о 
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+ ures | Re =“ + wn (6.5), 


где при любом e>0, любых $, j=0, 1, 2, ..., некоторых Ту, Т›< со 
ut>T\+jT2 имеют место оценки 
ai р 
| on ON | в SON Si 2) NTF oe 
5, 


Здесь y=0, если w совпадает с одним из полюсов kj или если 
Imkyyi>Imo. В противном случае y=1. 

Следствие. Пусть в условиях теоремы 5 w вещественно и 
оператор В, не имеет полюсов при Imk>O (см. замечание 3 к 
теореме 4). Тогда u(t, x) =u(x)exp(—iwt)+w(t,x), где u=R,f, 
и при любом e>0, любых $, | и > Г. + То 


9! 
пре j (Ime s+e)t 
| a le» <C(s, j, + Flog. (Imk, < 0). 


Напомним, что если « вещественно и w=0, то функция u(x) = 
=R.f является решением задачи (4) с А=о и ф=Ё, которое мож- 
но получить с помощью условий излучения или принципа пре- 
дельного поглощения. 

Теорема 5 доказывается точно так же, как и теорема 4. Нуж- 
но^только использовать формулу (45) вместо (44) и, выбирая 6, 
позаботиться о том, чтобы на (8) и в полосе между /(0) и [(8) 
не было точки в. | | 

Четное п. В этом случае асимптотика при too решений за- 


дач (42), (43) зависит не только от полюсов оператора К», но и 
от поведения этого оператора около то- 
чки k=O, которое описывается теоремой 
7 гл. IX. Получается эта асимптотика 
тем же способом, что и в случае нечет- 
ного п. Мы будем начинать с формул 
(44), (45), менять оператор А» на 
Re и опускать контур интегрирования 
вниз. Обозначим через С’ комплексную 
плоскость параметра k с разрезом вдоль 
отрицательной части мнимой оси 
< условием —n/2<argk<3n/2 при Ёе=С’. Пусть Г — контур в 
С’, изображенный на рис. 2 жирной линией. Здесь прямолиней- 
ная часть Ty контура Г идет по прямой Imk=—6. Два конца 
контура Г› находятся непосредственно на берегах разреза в С’ 
`(в точках А=бехр (—лй/2) и k=6Sexp(3ni/2)), а два других — на 
границе области Из, определенной соотношением (10), гдеаи 
В даются теоремой 2. Часть Гз контура Г идет по границе обла- 
сти Ось, а Г, — какая-то гладкая петля, соединяющая точки 
k=8Sexp(—ni/2) и k=6exp(3ni/2), обходящая разрез в С’ и ле- 
жащая в 6-окрестности начала координат. Константу 6>0 возь- 
мем настолько малой, чтобы 6<.г(2л), где =(2л) определено в 
теореме 7 гл. IX, и чтобы в С’ между вещественной осью и пря- 
мой Imk=\—6, а также на этой прямой, не было полюсов опера- 
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тора В». Существование такого 6 следует из теоремы 2 и теоре- 
мы 7 гл. [Х. 
Лемма 7. Пусть 


u(t) = | е- 4h? In? k dk, 


где ри — целые. Тогда для любого целого M>0 


u(t) =f?" у а, 11—24 им (2), (60) 


s=0 


где при too и любом j=0, 1, 2, ... 
4! di 
тим (9 |< C(M, 1 | [ee Ine £]]. (61) 


При этом as=0 при всех $, если р>0 и q=0. Если p<0, то a= 
= (2n) (0% =[С-Р-ИП- —!. Если р>0 и 9520, To a=0, a= 
=2л4 (—1) 29+2р1 
Доказательство. В случае р>0, 4=0 утверждение лем- 
мы 7 очевидно, так как тогда и({) =0. Пусть p<O или 49540. 
Обозначим через Ty контур в С’, изображенный на рис. 2 пунк: 
тирными линиями. Очевидно, функция 


v= f eh? In? ke dk 
Г. 
и все ее производные экспоненциально убывают при too. Зна- 
чит, лемму 7 достаточно доказать для функции ®: $ 


w(t) = { et R? In’ kdk, 
т 


тде у — контур, состоящий из Г! и Ty. Но 
w(t) =f?" fee? (Ink —In МАЕ = 
У 
= ЕР я Пей [e Ink — 19, 
* 


где г=-4. Последний интеграл и все его производные по & 
сходятся равномерно по г при || < 1. Значит, этот интеграл яв- 
ляется бесконечно дифференцируемой функцией г. Разложив ее в 
i it по &, получим (60), (61), a также формулы для ap, 
а. 

Лемма 8. Пусть функция ‘о=о(Е) аналитична при ke 
e{k:keC’, |k| <8} и имеет там оценку СС fin ele, 
где ри 4 — целые. Тогда при любом j=0, 1, 2, ... и {о 


|= (ем (9 ar <C (jt? Intt, 
Г, 
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Доказательство. Tak как производную по f можно вне- 
сти под знак интеграла, то лемму достаточно доказать только в 
случае j=0. 

Напомним, что концы контура Г! расположены в точках k= 
='-i6, находящихся на разных берегах разреза в С’. Заменим 
Г: на эквивалентный ему контур Г’, состоящий из V1, Yo и уз, где 
vi-— отрезок [—№, —2i/t], находящийся на, левом берегу раз- 
реза в С’, уз — окружность |#|=2/№ —n/2<argk<3n/2 с на- 
правлением по часовой стрелке Ha Hel и ‘Ys — отрезок 
[aes —i5] на правом берегу разреза в С”. Тогда при $=1 и 
5= 

© 
| емо dk |< [РИ + [Ing lag = 
75 


2/t 


=сг”" [ ЕР [1+ | ШЕ— Ш Е = 
2 


© 
= Cr? ше { ЕЕ? [е + | шЕ— ПМЕ, 
2 . 
где г=ш-Ч. Ограниченность последнего интеграла следует из 
оценки 1<2-+|=шЕ—1!|<2+ШЕ при 0<ё<1, E>2. Это доказы- 
вает нужную оценку для интегралов по у! и ys. Аналогичная оцен- 
ка для соответствующего интеграла по y2 становится очевидной 
после замены АЁ=А1. № 
Напомним, что сейчас п предполагается четным, и в этом слу- 
чае оператор А» мероморфно зависит ст k на римановой поверх- 
ности функции Ink. Как и в случае ‘нечетного п, занумеруем на- 
ходящиеся в С’ полюсы оператора К» так, чтобы 1тА;41< т #;. 
Теорема 2, лемма 6 и теорема 7 предыдущей главы позволяют 
сделать это. Получим, что Imkj--—oco при j-oo, причем точки 
kj отходят от вещественной оси, по крайней мере логарифмически. 
Рассмотрим разложение оператора №» в окрестности точки k=0 
в С’, полученное в теореме 7 предыдущей главы. Очевидно, его 
можно записать в виде 


В, =k zr у Ви (Е ln’ &)! In-k, (62) 


i=0 j=0 


где A, r>0 — целые, B,j:H2—- He — ограниченные операто- 
ры, все операторы Ви, кроме, может быть, тех, для которых i>A, 
j=ir — конечномерны, и двойной ряд сходится в операторной 
норме равномерно при |argk|<2n, |k|<e (e=e(2n) определе- 


но в теореме 7 гл. IX). Выбросим в разложении (62) члены, у 


которых i>A, j=ir. Оставшуюся сумму обозначим через Ry’. 
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Пусть при |k|—0, |аго | <2л 
В, = ВЕР ША + ОЕ ША, (63) 


‚ тде оператор В ненулевой. 
Теорема 6. Пусть п — четное, f=H, и veEB"-1Y — реще- 
ние задачи (42). Тогда в области Q» справедливо разложение 


v(t,x) = —i У ге Вы + 
ито ` 
+ (—I* [(—p— INT FP n't BF + mC, 2), 
если p<0, или >. 
v(t, х) = — у res [R, {е- №] + 
и.о "#1 
+4(—i)"*? pit? а t BF + w(t, x), 


если р>0. Здесь р, 4 и В определены в формуле (63) и при лю- 
бых $, j=0, 1,2, ..., некоторых Ти, Т2<оо и {> 11-2 


i 
Sw  <c(s, ) | in q|| fa p= 1,2. 
ati s,(0) ati 


2 


Доказательство. Доказательство этой теоремы полностью 
аналогично доказательству теоремы 4. Точно так же, как в слу- 
чае нечетного п были получены формулы (54), (55), теперь по-. 
лучаем, что 


3 
oa)=—i У reste “+ Vox), 64) 
Im kj20 md =I 
rye 
©, (t, x) = == № fet? dk. (65) 


“ После этого аналогично тому, как для функции (56) была 
получена оценка (49), получаем, что при #>Т-{ (3+j)/a 


| эт ит |. SC(s, e* о. (66) 


Теорема 6 следует из формул (64), (66) и соответствующей 
асимптотики для w(t, x). Нужная асимптотика функции в1(&, x) 
является следствием формул (65), (62) и лемм 7, 8. № 

Очевидно, для любого комплексного числа ® оператор Ry = 
= (k—o)—'Ry имеет разложение типа (62): 


Rio =" LE Bi (elo Юте. 


1=0 j=0 
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Or6pocum в правой части члены, у которых i>A’, j=ir. Остав- 
шуюся сумму обозначим через R’;,.. Пусть при |#|-0 


Rio = Dk? In?k + O(\k|? |Ink |). (67) 


Те же самые соображения, которые позволили нам, опираясь. 
на доказательство теоремы 4, получить теорему 5, позволяют те- 
перь на базе доказательства теоремы 6 получить следующее 
утверждение. 

Теорема 7. Пусть п — четно, feH%, w — произвольное 
комплексное число и о=В”"-\№ — решение задачи (43). Тогда & 
области @ь справедливо следующее разложение: 


= R f ik 
vey= У res [№ ae к + 
Imk ‚20 


+ x Fes [Re 1 ем + (=i! [(— p— IJ Int Df + 
k=o k—o - 
+ a (t, x), 
если р< 0, или 


v(t, x) = Е res [В ==. =“ + 
‘Ime j>0 1 


+ хгез [Re f ee + q(—i)4te—! pl te Int—'t Df в (Ё, x), 
k=o k—o 

если р>0, где при любых $, j=0, 1, 2, .., некоторых Ти, Т2< оо 

и t>T\+jT2 


of 
| ate x 

Здесь р, 4 и О определены в формуле (67) и х=0, если 
J) Imo<0, или 2) о=0, или 3) Imo>0, причем ® совпадает с 
одной из точек А;. В противном случае х=1. 

Замечания к теоремам 5—7. 1. К теореме 6 полностью 
применимо замечание 1, сделанное к теореме 4. 

2. Замечания 2 и 3 к теореме 4 естественным образом пере- 
носятся на теоремы 5, 6, 7. 

3. С помощью теоремы 7 гл. [Х можно получить в теоремах 
6, 7 следующие члены асимптотики решений задач (42), (43). 

4. Очевидным следствием теорем 6, 7 являются следующие 
утверждения. Если в условиях этих теорем оператор К» не имеет 
полюсов в замкнутой верхней полуплоскости и ограничен в неко- 
торой окрестности начала координат в С’, то для решения за- 
дачи (42) при любых $, j, некоторых Ту, T2<00 и #>Т!+]Т2 имеют 
место оценки 


<C(s, i) | int##] | Flees 2. 


| a |8 < Cs, ДЕ" Пи, (68) 
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При тех же условиях, если ®520, то решение задачи (43) пред- 
ставимо в виде v(t, x) =yu(x)exp(—iot)+w(t, x), где х=1 при 
Imo>0, х=0 при Imo<0, и — та же функция, что и в следст- 
BUH из теоремы 5, а для w(t, x) при любых $, j, некоторых 
Ть, Т2< со и > Г! 12 имеют место оценки у 

ai 
Ia 

Задачи с ограниченной при #>0 энергией решений. В этом 
разделе дополнительно к условиям A, В, С’, D будет предпола- 
гаться, что выполняется 

Условие Е. Пусть для любого решения оеЕВ”/ задачи (42) 
< ==С.®(9) справедлива оценка (см. замечание к теоремам 8, 9): 


[ое <C(f), Ё>0. 


В этом случае оператор №» не может иметь полюсов в верхней 
полуплоскости, а на вещественной оси может иметь полюса не 
выше первого порядка. Будем считать параметр А в задаче (4) 
спектральным. Справедливо следующее уточнение теорем 4, 6. 

Теорема 8. Пусть выполнены условия А, В, С’, О, Е. Тогда 
задача (4) имеет в полуплоскости 1тЁ>0 не более конечного 
числа собственных значений Е=;, 1<j<r, все они веществен- 
ны, соответствующие собственные подпространства №; конечномер- 
ны, при 6/70 собственные функции имеют компактный носитель, 
принадлежащий Qa, и существуют такие ограниченные операто- 
ры В;:Н—,, что в области Q», для решений о=В”-\\ задачи 
(42) с {= Н%. справедливо разложение: 


"| <C(s, ре. 
15, (6) 


г 
v(t, x) =P uj (xe + wet, 2), 
i=l 
где uj=B fe), a для ш при любых j, s=0, 1, 2, ..., некоторых 
Т,, Т2< со и любом #>Т!-+|Т2 справедлива оценка: если п — не- 
четно, то при некотором 6>0 


| O/wyati Iso <C (s, ] ем |} lo,a, 
если п — четно, mo 


Поле ьь <C(s, )|—F—-In-*¢| [flow 


В конце параграфа будут также уточнены ‘при выполнении Yyc- 
ловия E теоремы 5, 7, относящиеся к принципу предельной ам- 
плитуды. 

Ниже последовательно будут доказаны следующие четыре yT- 
ре ts которые вместе с теоремами 4, 6 доказывают теорс- 
му 8. 

Лемма 9. Если выполнены условия А, В, С’, О, Е, то опера- 
тор Вь не имеет полюсов при Imk>0, а на вещественной оси 
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имеет полюса не выше первого порядка. В случае четного п, кро- 
ме того, |Юь\<С|Е|-Гпри | |-0, REC’. 

Обозначим через oj, 1<j<v, вещественные полюса оператора 
R,, а через Н; — пространство, натянутое на область значений 


оператора и Re. — Если в случае четного п разложение (63) 


начинается с члена BR-!, то точку k=O также включим в число 
полюсов {oj}, а в качестве соответствующего пространства Н; 
возьмем область значений оператора В. 

Лемма 10. Если выполнены условия А, В, С’, О, Е, то числа 
0; являются собственными значениями задачи (4), а пространства 
Hy состоят из ограничений на область Фь собственных функций, 
отвечающих собственному значению O;. 

Лемма 11. Если выполнены условия А, В и и=и(х) — соб- 
ственная функция задачи (4) с собственным значением kR=w 0, 
Imo=0, то u(x) =0 при |x|>a. 

Лемма 12. Ecau выполнены условия А, В, С’, D, Е, то за- 
дача (4) не имеет собственных значений в полуплоскости 
Imk>0, и ограничение на область @ь каждой собственной `функ- 
ции с вещественным собственным значением принадлежит одно- 
му из пространств Hj. 

Для доказательства лемм 9 и 10 нам понадобится следующее 
вспомогательное утверждение. 

Лемма 13. Ecau на отрезке [c, c+1] 


М N 
КО =щ+ У ajcospt+ P By sinp;t, (69) 
i=! i=l 
где N<oo и константы в; попарно различны и положительны, то 
N . 
2 > 2 2 2 
„тах, РС [в + У. (9+8 |, (70) 


j=l 
где С не зависит от с, a, aj, fy, 1<]<М. 

Доказательство леммы 13. Докажем сначала утверж- 
дение леммы при с=0. Предположив противное, получим после- 
довательность наборов Tn={aon, аи, Bin}, п==1, 2, .., таких, что 


N - 
Gn + (в + Bin) = 1, 
j= 
а соответствующие этим наборам функции 


N 
fn (9 = Aon + у (би COS pj t + B;, Sita у) 


j=! 


стремятся равномерно на отрезке [0, 1] к нулю при n—-oco. Вы- 
брав из последовательности наборов Г» сходящуюся подпоследо- 
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вательность Г», и перейдя в последнем равенстве при N=Ms к 
пределу при soo, получим 


М М 
О= a + У (ajcospjt + Вузш ый, +), @ +В) =1, 
= = 
что противоречит линейной независимости функций {1, cos и, 
sin yt}, 1<]<М. Это доказывает утверждение леммы при с=0. 
Пусть теперь f(t) имеет вид (69) и за, c+1]. Сделав заме- 
ну —с=Р, получим для функции 2(ЁР) =} (5--Р), 0<#<1, пред- 
<тавление (69) с коэффициентами о’, Gy’, Bj’, THE Oo’ = 0% и 


a =a;Cos (р;с) Е Вуз (р.с), Ву= — а, sin (с) +; cos (с). 


Значит, при указанной замене ни левая, ни правая части нера- 
венства (70) ‘не меняются, и из справедливости оценки (70) при 
<=0 следует ее справедливость с той же самой константой С 
при любом с. М 

Доказательство леммы 9. Предположим, что лемма 9 
неверна. Обозначим через У ту группу слагаемых в асимптотиче- 
<ких формулах для решения задачи (42) (см. теоремы 4, 6), ко- 
торые имеют максимальный порядок при too. Пусть ky=a;-+ix, 
1<j<d, — те из полюсов оператора №» с максимальным значе- 
нием ПпА,, порядок которых а максимален. Возможны следую- 
щие три ситуации. Первый случай: число п — любое и 


а 
У trtetS шеи, (71) 
i=! 
где т>0, у=аи 


Peel ee 1 ‚ 
4 = ne Ве). 


Второй случай: число п четно, У имеет тот же вид, но т=0, и в 
число точек К; включена точка k=0, причем соответствующая 
Финк и; равна (—#)*[(у—1)!]-! By. В этом случае у=а= 
=—р>1, g=0. Здесь и ниже величины р, 4, В определены фор- 
мулой (63). Wee случай: число л четно и 


= (— 1) [(y — Dt} (09 и, (72) 
где u,=Bfj, у=—р>1 и 9>0 при у=1. В первых двух случаях 
[2 —Ующи <C(f) #-! et In—t, t оо, (73) 

а в последнем — 
9 — Ию «СР Int" t, t+ 00. (74) 
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Функцию [=Со®(9.) выберем так, чтобы 


4 
в =}; |4/f0,0 0. (75) — 
i=l : 
Здесь и ниже 4=1 в третьем случае. 
Из условия Е и формул (71) —(74) следует, что либо в фор- 
мулах (71), (72) у=1, т=9=0, и, значит, лемма 9 справедлива, 
либо 


а 
| х ae в 0 (76) 
при too. Ho 
у ще |? = ; uj (хе “# ty iy (x) eit \dx = 
Ix : leo { (& i( (a i ( ) = 
d 
=%+у, (a;cosu;t + B; sin p; 2), у (77) 


j=l 


где {uj} — это всевозможные PASHOCTH {@z—Gs|, R>S, a в дает- 
ся формулой (75). Формулы (75)—(77) противоречат лемме 13. 
Значит, соотношение (76) не ‘может выполняться. № 

Доказательство леммы 10. Из теорем 4, 6 и леммы 9 
следует, что при too 


A *, 
2+: У yer |. в SCG, int, (78) 
j=l | 
где 
и= В, (79) 
если п — четно и oj=0, или 
uj = тез Ryf (80) 
k=0; 


в остальных случаях. Из условия Е и оценки (78) следует, что 
для любой [еС.°(9®.) и любого b>0 существует такое Т, что 


при #>Т 
У 
| У uj eat 
j=! 


1 
<, 


№ 


где константа C(f) определена в условии Е. Но тогда из (75), 
(77) и леммы 13 получаем, что 
У 


¥ lbw < Сы, 


]=1 
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где Ci(f) не зависит от В, т. е. если функции (79), (80), 
увеличивая 6, продолжить на всю область ©, то они будут при- 
надлежать [›(9) при любых [=С.®(9). Поскольку операторы B 
и res К,  конечномерны, TO это утверждение справедливо при 
=O Е 
всех [ЕН а. в 
Остается показать, что функции из пространств Н; являются 
решениями однородной задачи (4) при k=o;. Пусть и; имеет вид 
(79) или (80) с некоторой feH"°,. Тогда, согласно определению 
оператора К», функция R,f при Imk>0 принадлежит Hy) и яв- 
ляется решением задачи (4) с ф=/. Умножая равенства (4) на 
(k—oj) и переходя к пределу при k>oj, IMk>O0, получаем, что 
и; является решением однородной задачи (4). № 
Доказательство леммы 11 содержится внутри доказа- 
тельства теоремы 3.3 работы [26]. Для полноты изложения при- 
ведем его. (Другое доказательство этой леммы имеется в [135].) 
Продолжим бесконечно дифференцируемым образом функцию 
и на все пространство, сохранив за продолженной функцией то- 
же обозначение. Тогда, если Lo(k, :0/0х) =Г(х, k, 19/9х) при 
|x| > а, то 


14 (0,12) и =, х=^", (81) 


где {=Со®(Е”") и |=0 при |х|>а. Пусть [ — матрица, сопря- 
женная к матрице из алгебраических дополнений элементов мат- 
рицы Lo, и H=det Lo. Применив к равенству (81) слева оператор 
Г(о, 10/9х), получим, что компоненты и; зектора и удовлетво- 
ряют уравнению 


. д 
H(o, eval Ш = 4 
qi = Co (R"), 4: =0 при |x| >a. 


Обозначим через D(a) пространство функций из Со®(Ё”"), 
равных нулю при |х|>>а, а через 2(а) — пространство целых 
функций p(z), z=o+it=C", первого порядка, для которых при 
любом @а=(а, ... 0) справедлива оценка |294 (2)|< 
<С.(ф)ехр(а|*|). Преобразование Фурье устанавливает взаим- 
но-однозначное соответствие между этими пространствами. После 
преобразования Фурье в (82) получаем 


Н(о, 0) (с) =4(в)ЕР(а). (83) 

Пусть $+=={0:0е=А”, H(k, с) =0}. Так как многочлен Н(Ё, в) 
однороден ‘по переменным (Ё, 0), то <o, У.Н>==- Ни при 
o=S,. Из  гиперболичности H(id/dt, 10/0х) следует, что 
Не (о, 6) #0 при ое=5.. Значит, Vol (о, 0)==0 при о=5ь. Но 
тогда поскольку ше» (К"), то из (83) следует, что 4:(в) =0 при 
oS, и значит 4:(0)=0 в комплексных нулях многочлена 


(82) 
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Н(о, в), находящихся в некоторой окрестности S,. Так как лю- 
бой из неприводимых сомножителей многочлена Н(®, 0) (по в) 
имеет вещественные нули, это приводит к тому, что Gi(0) ть 
ры на H(o,0), т. е. функция 4:(2)/Н (®, г) — целая [107]. Но тог- 
153] 4: (г) /Н (в, г) ЕЁ (а), т. е. ше (а). № 
оказательство леммы 12. Утверждения этой леммы 
достаточно просты, некоторую трудность представляет только ут- 
верждение относительно нулевого собственного значения задачи. 
Пусть и — собственная функция задачи (4) с собственным зна- 
чением k=@, Imo>0. Обозначим через Н(Г) прямую сумму про- 


т—т — 
странств Н р (Г), 1l<j<ml/2, где т; — максимальный 
порядок операторов в ]{-й строке матрицы В. Для доказательства 
леммы достаточно показать, что при некотором ро>>0 и всех № 
вида k=o-+ip, arse существуют функции Vp=U;z(x), такие, 
что ЕН"=Н"(®) и , 


LL (x k, i=} a pli, xEQ; 


(84) 
Buy |r = р (Bo + 5%, 
где 
Bo ве НГ; for fee Hes lim Панк + що 1 =0 
(85) 
lim |x, —Ulm, = 0. (86) 
р—0 


Действительно, поскольку задача (4) эллиптична, то сущест- 
зуют функции Wo и We такие, что 


Iwona <Chgolins [на < Cl ela. 


Ви г = Go, Вшь [Г = 8%. 
Тогда функции Up=Vp~—p(Wo+W,) =H” будут решениями задачи 


L(x, Е, >) Up =p (в, + №), хе; Buty lr = 0, 


тде 
ho, hy = H2, Lim | b,c =0, lim | Up — инь = 0. (87) 
p>! к p>! 


Значит, ue=pRe(Mot+hx) при ХЕ», что вместе с оценками (87) 
и леммой 9 доказывает лемму 12. Остается показать существо- 
вание функций о». 

Так как и — собственная функция эллиптической задачи, то 


ие С® (©). Поскольку коэффициенты задачи (4) полиномиально 
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зависят от А и'при вещественных «50 в силу леммы 11 suppuc 
CQ, то ‘при вещественных 520 в качестве функции и» при р>>0 
можно взять функцию и. 

В остальных случаях поступим следующим образом. Обозна-. 
чим через Lo(k, 0/0х) матрицу L(x, k, 10/0х) при |x|>a. Функ- 
цию и продолжим бесконечно дифференцируемо на все А”. Со- 
храним за продолженной функцией то же обозначение. Тогда 


L, (в, 5-5) и пе СЯ (9. (88) 


Обозначим через R», R, операторы К», Ry соответственно в слу- 
чае Q=R"* и L(x, k, 0/0х) =10(Ё, id/dx). В качестве функции 
Up возьмем о, =Ао,Й, т. е. Ue — это принадлежащее H™(R") ре- 
шение системы 


Ly (é. i) о, =he СР (R"), xe А". (89) 


Пусть H(k, :9/дх) =det Lo(k, :0/0х). В силу условия А cucte- 
ма (89) эллиптична. Кроме того, поскольку матрица 
Lo(id Ot, 10/9х) гиперболична, то H(k, в) 0 при Imk>0 и oe 
ER". Тогда при Imk>O система (89) имеет, ‘и притом единст- 
венное, решение о» в пространстве Н”(К”), и это решение как 
элемент H™(R") аналитически зависит от k. В частности, отсюда 
и из (88) следует, что если Ипо>0, то о»=и. Утверждения 
(84) —(86) при Ппо>0 являются очевидным следствием анали- 
тичности о», равенств (88), (89) и того, что 9» =и. 

Пусть теперь «=0. Покажем, что vUsu в пространстве 
H™(R") при р-—0 и оценим скорость этой сходимости. Как уже 
отмечалось выше, Н (№, с) 40 ‘при p>0 и се". Из условия А 
следует, что Н (0, с)==0 при ое", o0. Отсюда и из однород- 
ности ‘многочлена Н (10, с) по переменным (0, ©) следует, что 
при pER! и ое" 


1Н (ip, в] > С (oe? + |6, C>0, (90) 


и, значит, элементы [; матрицы [Lo(ip, 0)]-! удовлетворяют не- 
равенству 
< Ce? +в), C>0. (91) 
Из (88), (89) получаем, что 
‚д 2. a д 
Ly (k, i<) [0 —u] = [to (0, is) —Le (é is ) |“ 

Сделаем в этом уравнении ‘преобразование Фурье OT х к с и ре- 
зультат умножим слева на матрицу [Lo(k, с) ]-!. Учитывая (90), 
получим, что при k=ip, р>0 

19% (6) — и (6)| < Ср (0 + lof)? [и (6). (92) 
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Здесь и ниже через |.| обозначается не только модуль числа, HO 
и длина вектора в А' и А". Из (88) получаем, что 


Ly(0, с) и(с) =Е(о). (93) 
. Так как fh — целая функция, то из оценки (90) с р=0и (93) 
следует, что функция и непрерывна при 050, а в окрестности 
точки с=0 имеет вид 
во) =а (5) ое + o(o)| 0124, 
где @ — целое, функция b=6(c) ограничена в окрестности точ- 
ки o=0, функция а=а(с/|с|) непрерывна на единичной сфере, 
a(o/|o|) ==0. Поскольку ие», то а> (1—п)/2, если п — нечетно, 
и а> (2—п)/2, если п — четно. Значит, при |с|-=0 
|4 (с) |< С|в тт, (94) 
Tae у=1 при нечетном п и y=2 при четном п. Далее, Ие=Со® (Ю") 
и, значит, функция A убывает при |с|- оо быстрее |6|-М при 
любом М. Теперь из (90), (93) и (94) следует, что для любого 
М и некоторой константы Cy 
1% (0) [< Cw |o|-2 1 + [в )-^, ое А". 
Подставив эту оценку в (92), получим, что при се А” 
[9% (0) —# (с) < Сир (р + |9) 19-9 (1 + |в)м. — (95) 
Пусть сначала п — четно. Обозначим. через w=w(o) функ- 
цию 7 
|o|-*?| In|o| |, |o 2, 
(1+ ]oPjeto, Jo] > 1/2. 
С помощью оценки (95) легко проверяется, что при 0<p<'/2 
19% (с) — № (0) [(1 + |0)" < Со Пари в (0). 
А так как ®ЕЕГ», то отсюда следует, что 
Го — шо < СИ — Un < Cop Пар. (96) 
Для оператора №,» так же, как и для в» имеет место формула 
(62). (При желании в случае К°, ее можно уточнить.) А так как 
Ve=R» В при хеЕОь, то из (96) и формулы (62) для оператора 
№, следует существование такой функции ше=Н”(ь), что при k= 
=ip, p>0 | 
Oe (x) = 4 (x) р [44 (x) + их (R, х)], un || 2 |m,(o) = 0. (97) 


и (0) =| 


Если п — нечетно, через w обозначим функцию 
ш (о) = [№29 (1 + [в |). 
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Тогда вместо (96) получим 

1% — Ulm.) < СУР. 
Поскольку в случае нечетного п оператор Ro, мероморфно зави- 
сит oT k, TO из этой оценки следует (97). 

Утверждения (84) — (86) являются очевидным следствием ра- 
венств (88), (89) и (97). М 

Замечание. Как обычно, главной частью ряда Лорана опе- 
ратор-функции R, в точке k=@ назовем совокупность членов ря- 
да Лорана с отрицательными степенями (kR—q@). Аналогично, в 
случае четного п и ®==0 главной частью разложения (62) для 
Ry назовем совокупность слагаемых, стремящихся по норме к бес- 
конечности при А-—0. 

Обозначим через К пространство, натянутое на область зна- 
чений операторов, образующих тлавную часть соответствующего 
ряда. Согласно теореме 6 гл. [Х, если задача (42) удовлетворя- 
ет условиям А, В, то оператор К» имеет полюса в тех и только 
тех точках k=k; верхней полуплоскости Imk>O0, которые явля- 
ются собственными значениями задачи (4), и в тех и только тех 
точках А=А,==0 вещественной оси, в которых однородная зада- 
ча (4) имеет нетривиальное решение, ‘удовлетворяющее принци- 
пу предельного поглощения (или, что то же самое, ‘удовлетворяю- 
щее соответствующим ‘условиям излучения на бесконечности). 
При этом ограничения на область @ь собственных функций при 
Imkj>0 и решений, выделяемых принципом предельного погло- 
щения, при Imkj;=0, А,==0, принадлежат соответствующему про- 
странству К, но не исчерпывают, вообще говоря, все это простран- 
ство. Например, при Imkj>0 пространству К ‘принадлежат присо- 
единенные функции. Из леммы 11 вытекает, что если выполнены 
условия А, В и точка Ё=#,==0 вещественной оси является собст- 
венным значением задачи (4), то В» имеет в этой точке полюс и 
ограничение на ®» собственной функции принадлежит K;. Из cy- 
ществования построенных при доказательстве леммы 12 функций 
о, вытекает, что если выполнены ‘условия А, В и точка k=O яв- 
ляется собственным значением задачи, и — соответствующая CO6- 
ственная функция, то оператор №, имеет непустую главную часть, 
отвечающую точке k=0, и иЕЕКь, XEN». 

Из лемм 9—12 следует не только теорема 8, уточняющая тео- 
ремы 4, 6, но и аналогичное уточнение теорем 5, 7 о принципе 
предельной амплитуды. Пусть, как ‘и раньше, R=w;, l<j<r, — 
вещественные собственные значения задачи (4). Тогда в силу 
лемм 12 и 9 определен оператор Ш; = lim [(& —®)В,]. Спра- 
ведлива #30 

Теорема 9. Пусть выполнены условия А, В, С’, О, Е, ® — 
произвольное комплексное число, fEH, и э=В"-!* — решение 


задачи (43). Тогда в области Q» справедливо следующее разло- 
жение: 
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1. Если w не совпадает ни с одним из вещественных собст- 
венных значений R=w; задачи (4), причем либо m0, либо п не- 
четно, то 


v(t, x) = аб, fet + У идеи + w(t, x), 
j=! 


где a=1 при Imw>0, а=0 при Imo<0, функции и; — те же, 
что и в теореме 8, а для W справедлива оценка, указанная в тео- 
реме 8. 

2. Если m=; при |=], причем либо m0, либо п — нечетно, 
то 


v(t, = [tuj,(x) + Ре + У 
НЕ 
где функции 4; — те же, что и в теореме 8, а для и справедли- 


ва оценка, указанная в теореме 8. 
3. Если w=0 и п четно, то 


u(t, x) =tBf+wit, x), 
где В=0, если нуль не является собственным значением задачи 
(4), и В — оператор, определенный в формуле (63), в которой 
р=—1, 4=0, если нуль является собственным значением задачи 
(4). Для функции. w при любых $, j=0, 1, 2, .., некоторых 
1, Г2< со и любом > Т,-+ Т2 справедлива оценка 


[A wide! hon < С, | Sem 1 |! Faw. 


иде + wit, x), 


©; o 


Замечание к теоремам 8, 9. Доказательства теорем 8, 9 
легко переносятся Ha случай, когда ‘вместо условия Е требуется, 
чтобы оператор R, при |Ё|->0, REC’ имел оценку ВИ< СА", 
а для решений задачи (42) с {=С®(®) при некотором ]>0 бы- 
ла справедлива оценка 

div 
| ati 


<C(f), #>0. 
1) 


Если имеет место лучшая оценка ||К»| при |k|—0, REC’, то 
теоремы 6, 7 позволяют написать в формулировках теорем 8, 9 
лучшую оценку Функции W в случае четного п. 

Литературные указания, дополнения. Имеются четыре разных 
подхода к изучению вопроса о поведении при’ #0 решений 
внешних задач для гиперболических уравнений и систем. Один из 
них (см. [124, 125, 83, 84, 160, 161, 154]) основан на представ- 
лении решения с помощью теоремы о спектральном разложении в 
виде (осциллирующего) интеграла по спектру соответствующей 
стационарной задачи. Этот интеграл удается исследовать, если 
известны свойства (гладкость, оценки) спектральной функции. 


266 


К числу недостатков метода относятся обязательность условия 
<имметричности задачи -H отсутствие оценки остаточного члена в 
получаемых асимптотиках. 

В работах [165, 139] (см. также [193, 55, 114, 169]) найдены 
новые оценки типа энергетических, позволяющие выяснить ско- 
рость убывания при {+0 локальной энергии решений внешней 
задачи ‘для ‘уравнения второго порядка. 

Третий подход к изучению поведения при f>co резений не- 
стационарных задач, предложенный в [68] (см. также [141, 
135]), оснсван на использованин группоеых свойств решений и 
теории рассеяния. 

Наконец, четвертый способ опирается на сведение задачи к 
стационарной с помощью преобразования Фурье по переменной 
t ¢ последующим исследованием аналитических свойств резоль- 
венты и ее поведения при больших и малых частотах. Этот спо- 
<0б изложен в настоящей главе, основные результаты этой главы 
получены автором в [34], а литературные указания к обсуждаю- 
щемуся методу были приведены в предыдущей главе. Отметим, 
‘что этот последний способ позволяет получить для внешних за- 
дач все результаты, которые следуют из теории рассеяния, и не 
имеет тех ограничений, которые приходится налагать на задачу 
при изучении ее с помощью теории рассеяния (например, размер- 
ность пространства может быть любой, а He обязательно нечет- 
ной). Дальнейшее развитие изложенных в этой главе результа- 
тов имеется в работах [179, 177, 171]. Некоторые другие ре- 
зультаты об асимптотике решений волновых задач при {-— 00 со- 
‚держатся в '[191, 164, 33]. 
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Глава XI 


КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
В СТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧАХ РАССЕЯНИЯ 


Решением задачи рассеяния плоской волны в неоднородной 
среде называется функция tp=rp(k, x), удовлетворяющая уравне- 
нию 


[A+2q (x) ]p(k, x) =0, xeER*, (1) 


и имеющая вид p(k, x) =exp(ikxn)-+u(k, x), где функция u(k, x} 
удовлетворяет условиям излучения: 


u=f (0, Е) га-эег(1-НО (г-!)), г-оо, 0=х/Г. 


Функция f называется амплитудой рассеяния. Здесь geC~(R*), 
9(х) >0, g(x) =1 при г= |х|>а. Функция ехр(&х„) соответству- 
ет плоской волне, идущей вдоль оси Xn, а функция и описывает 
волну, рассеянную на неоднородностях среды (и==0, если 4==1). 
В этой главе будет получена асимптотика функции tp при А- со, 
|x|<b<oo и асимптотика f при k-oo. Константы a, b считают- 
ся фиксированными, и мы не будем следить за зависимостью ка- 
ких-либо величин от аи 6. 

В гл. У с помощью канонического оператора В. П. Маслова 
было получено некоторое формальное асимптотическое решение 
py уравнения (1), т. е. такая функция фи=1фм (, x), что 


[A + 229 (x)] фл (Е, x) = O(R-NH2), В оо. 


В общем случае каустики лагранжева многообразия, отвечающе- 
го рассматриваемой задаче, уходят на бесконечность. Поэтому 
мы не знаем точного поведения функции фм и правой части в 
предыдущем равенстве при г—со. А до тех пор, пока это не вы- 
яснено, нет никаких оснований утверждать, что фм близко к ин- 
тересующему нас конкретному решению 1 уравнения (1), так как 
уравнение (1) без граничных условий Ha бесконечности имеет 
бесконечное ‘множество решений. В гл. У уже говорилось о труд- 
ностях в вопросе обоснования асимптотических разложений ре- 
шений внешних стационарных задач. Главная из них состоит в 
том, что эти задачи, по существу, двупараметрические: Ё-— с и 
roo. Предлагаемый в настоящей главе метод, основанный на ис- 
пользовании нестационарных задач и опирающийся Ha получен- 
ные в предыдущей главе оценки решений нестационарных задач 
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при too, позволяет, не заботясь о поведении построенных при- 
ближений при г-оо, оценить разность ф-—ярм в шаре |х|< 6 при 
k>oo и доказать, что в этом ‘шаре м является асимптотикой ф 
при Ё—оо. Полученные результаты затем применяются для выво- 
да и обоснования квазиклассической асимптотики амплитуды рас- 
сеяния. р 

В $ 1 будут указаны асимптотики функций ф, f и приведены 
некоторые необходимые в дальнейшем утверждения. В $ 2 будут 
даны все доказательства. : 


$ 1. Асимптотика решения задачи рассеяния и 
амплитуды рассеяния 


Напомним кратко, как выглядит построенное в гл. У формаль- 
ное асимптотическое решение py уравнения (1) в шаре |х| <. 

Отвечающие задаче (1) уравнение Гамильтона — Якоби и си- 
стема Гамильтона имеют соответственно вид 


[75—49 (%) =0, 5=ш=—4, 5, |-и = 42а; 


(2) 
=, 2 =990), х0) = ии, =—9, Р®)=0,...,0, 1. 
(3) 


Обозначим через Л”< R2",  лагранжево многообразие, образо- 
ванное бихарактеристиками (фазовыми кривыми) задачи (3). 
В качестве (глобальных) координат на Л” можно взять (у’, 5), 
где у’=(у, .., Yn). Решая задачу (2), получаем функцию S= 
=5(х, р)е=С®(Л”"): 


$ (х, p)=—d+f<p, dx>, (4) 


где L — отрезок приходящей в точку (x, р) бихарактеристики, 
заключенный между точкой (х, р) и начальной точкой, для кото- 
рой 5=0. (В дальнейшем в аналогичных формулах для $ этот 
отрезок бихарактеристики ‘будем называть ‘просто бихарактери- 
стикой.) Очевидно, S(x, р) не зависит от выбора 4 при 4>а. 

Всюду ниже предполагается выполненным условие О, сформу- 
лированное в предыдущей главе и имеющее применительно к 
рассматриваемой задаче следующий вид: 

Условие О. Для любого c<oo существует такое Т, что при 
$>Т решения системы (3) с начальными условиями х(0)=у, 
р(0) =ро, |y|<a, |po|?=q(y) лежат в области |x|>c. 

Пусть Кл” — канонический оператор В. П. Маслова, дейст- 
вующий из пространства С®(Л”) в С®(А",). Если многообразие 
Л” однозначно проектируется на А”; и, значит, р=р(х) Ha A’, 
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го для любой функции фЕС®(Л”) имеем 


Кл" [$] = J—2 pexp (ik 5) [pax 1=|38 -5 рез 


D(y) Diy’, 5) 

Напомним определение оператора K,n в общей ситуации. 
Разобьем множество {1, 2, .., п} на два непересекающихся под- 
множества a={a), ..., a} и В={Вл, ..., Br}. Пусть |В| =и—1. Через 
Хо, Ра, Xp, Pp обозначим векторы из соответствующих компонент 
векторов х и р. Фиксируем локально конечное покрытие Л” от- 
крытыми на Л” ограниченными множествами ©; (картами), для 
которых 9; диффеоморфно ‘проектируется на какую-то из коор- 
динатных лагранжевых плоскостей (Xa, р»), a=a(j), так что на 
Яр Xp=Xp(Xas р»), Е (х., Ps). Обозначим 


И D(x, Pp) ve 
eee ee, = We e+ +d (5) 
Пусть — разбиение единицы на Л”, подчиненное покры- 


тию {Qi}: ее=С,®(©,), Хе=1 на Л", и пусть ае=С®(Ё",), g(x) = 
—1 в некоторой окрестности проекции Q; на А",, причем любой 
шар |x|<c пересекается не более чем с конечным числом мно- 
жеств supp &;(х), j=1, 2, .... Возможность удовлетворить послед- 
нему требованию следует из условия D, так как в силу этого ус- 
ловия часть Л”, которая при проектировании “Ha А"; попадает в 
шар |x|<c, компактна. 

Будем говорить, что точка ОеЕЛ” не особая, если некоторая 
ее окрестность диффеоморфно проектируется на некоторую об- 
ласть в А",. Множество особых точек обозначим через »(А”"), его 
проекция на А", называется каустикой. Пусть Qo — точка на 
A" с координатами х= (0, ..., 0, —d), р= (0, ..., 0, 1) и Q’ — одна 
из областей ©, содержащих Qo. Через y; обозначим индекс 
В. II. Маслова — индекс цепочки карт, соединяющей ©’ и ©; (по- 
дробнее см. гл. У). Величина y; — это целочисленная константа, 
которая в случае, когда 9ДУ (Л") =, равна индексу пересече- 
ния любого пути, соединяющего Фи ®, с Х(Л”"). 

Для любой функции феС®(А”) положим * 


isi Кл [$] ыы Я , 
к 5 (иван Ир. вв-Н (в.в) Vy ‚5 
= 2 ¥ 
Eee) a {еле J; ~ dps. 
i 


8; 


(6) 
* Поскольку якобиан (5) отличается множителем 1/2 от аналогичных яко- 
бианов, определенных в гл. V, то оператор (6) отличается множителем 72 от 
соответствующего канонического оператора, определенного в гл. У. В связи © 
этим ниже при использовании формул гл. У виосятся необходимые изменения. 
В частности, формальное асимптотическое решение фм уравнения (1) будет 
теперь даваться каноническим оператором, примененным к функции, которая 
в ]2 раз меньше по сравнению с вычисленной в гл. \. 


270 


Оператор Kar:C*(A")—~C#(Rz) зависит (несущественно) 
от выбора разбиения {е/}, функций в; и координат (Xu, р») в @,. 
В дальнейшем предполагается, что указанные функции и коорди- 
наты зафиксированы, причем так, что (хо,рв)=х для карт Q;, ' 
содержащих хоть одну из начальных точек задачи (3). 

Применив оператор A+k?g(x) к Кл"[$], получим (теорема 4 
гл. V) 


N42 
{A + 9 (2) Kyl] =Kyo[( У, GHP Bo | + 


= 


+ 0 (ил), оо, 0) 


где В; — дифференциальные операторы на Л” порядка j, причем 
Вф=аф/4$ — производная в силу системы Гамильтона (3). (Ко- 
эффициентом при (ik)? является оператор Bo умножения на функ- 
цию g(x)—|VS|?, которая равна тождественно нулю в силу вы- 
бора $.) 

Несколько худшая оценка остатка в формуле (7) mo сравне- 
нию с утверждением теоремы 4 гл. V вызвана тем, что здесь и 
ниже все функций оцениваются по максимуму модуля, в то вре- 
мя как в гл. У оценки давались в норме Lo. 

Формальное асимптотическое решение уравнения (1) ищется 
в виде 


N 
tb (&, 2) = Kyn[ YH) |. (8) 
s=0 


Подставим эту функцию в уравнение, воспользуемся формулой (7) 
и соберем члены при одинаковых степенях №. Приравняв их к 
нулю, получим рекуррентную систему уравнений переноса для 
определения функций фе: 

а а 
ds 


Фо = 0, $2 = —B,¢,— B39 ... 


©) 

Пусть функции ф; — решения этой системы с начальными усло- 

BUAMH Фо|з-=0==1, Ф;| :=0==0 при j>0. Тогда в любом шаре |x|<b 
[4+9 1 Wy (в, © = 0). 


Лучами называются проекции интегральных кривых системы 
(3) (или бихарактеристик) в А”,. Пусть у= (\ь, ... Va) — вектор 
с целочисленными неотрицательными компонентами. 

р fe poms 1. Пусть выполнено условие О. Тогда, при любых у 
и |x|< : 


| D¥ [xp (Rk, x) —apw(k, I< C(N,v) gp NT 492 eS, (10) 


$, = — 2.9%, 
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В частности, если область VCR", не содержит каустик, и в каж- 
дую ее точку приходит т лучей системы (3), то равномерно на 
любом компакте, принадлежащем У, 
т a 
ikS ; (x)—i — V 
—1/2 ah 
vk, =S 7? we 2 


j=l 


‘+0, (11) 
где S;(x) =—d + { (p, dx), L;— бихарактеристики задачи (3), 
Е 


лучи которых приходят в точку x, J;(x) =2-'|D(x)/D(y’, $) | — опре- 
делено в (5) и индексы j у функций S;, Jj; и константы у; соответ- 
ствуют той области 9. <А", в которую приходит бихарактеристи- 
ка Lj. % : 
Так как до тех пор, пока луч системы (3) не попадает в об- 
ласть |x|<a, решение системы (3) имеет вид 
x=y’, = —4- 2$, р= (0,..,0,1), 
то из условия D следует существование такого So, что при $> 50 
все бихарактеристики системы (3) лежат в области |х|>а. А так 
как 9(х)=1 при |х|>а, то, решая систему (3) при |х|>а, по- 
лучаем, что при $> 50 
p=p(y'), х=2р(у') 5 +а(у'), рае С" (К). (12) 
Далее, из той же системы (3) следует, что |p|? g(x) и, значит, 
|p|=1 при |х|>а. 
Обозначим через Р отображение Ry ‘wa единичную сферу 
в К", задаваемое функцией р==р(у’), и через Г(у’) — модуль яко- 
биана этого отображения: 
I(y') = (13) 


где 40, — элемент площади сферы |р|==1, заметаемый векторами 
p(y’), когда у’ принадлежит элементарному объему dy’. Величи- 
на /(у’) —это угловая плотность лучей системы (3) на бесконеч- 
ности. Будем через 0 обозначать единичные векторы в А”, через 
9.(0) обозначим множество векторов 6’ единичной сферы, для 
которых |0’ —6|<г. 

Лемма 1. Пусть по направлению 0=6% на бесконечность ухо- 
дит т лучей системы (3) с у=у’у, 1<]<т, причем Г(у’з) 5-0. 
Тогда существует такое =>0, непересекающиеся окрестности 
jC Ву’ ' точек У’\у и такое п«оо, что 1) отображение Р:®;— 
—@. (0%) является гомеоморфизмом и Г[(у’) ==0 при y'&G;; 2) по 
каждому направлению ВЕ. (0%) на бесконечность уходит ровно 
т лучей системы (3); 3) лучи системы (3) при уе; и |х|>ть 
не содержат точек каустики. 

Будем обозначать через у» (9), 9е0. (6%), точку y’Eu;, для 
которой р(у’) =6, и через [;(0) — величину J(y’(;)(8)). Пусть 


F;(y’, 5,0) =S(x, p) — <8,х>, уе, 
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| 
| 
| 


где (x, p) определяются из системы (3), т. е. при s>So функции 
хир имеют вид (12). Пусть при 09. (80) 


(0) =Fi(¥iy ©), $, 6) |. (14) 


Тот факт, что последняя функция не зависит от $, легко следует 
из (4) и (12). 

Теорема 2. Пусть выполнено условие D и условие леммы 1. 
Тогда при достаточно малом =>0, 9. (60) и Е->со 


70,4 = 3 г (6) а 7; 40 =), (15) 
j=l 


где у;— индекс пересечения бихарактеристики системы (3), для 
которой у’—=у’ (0), с У(А"), и остаточный член оценивается 
равномерно по 0 при B&Q. (6%). 

При желании в ходе доказательства теоремы 2 можно полу- 
чить следующие члены в асимптотическом разложении функции f. 

Доказательства теорем 1, 2 опираются на полученные в пре- 
дыдущей главе оценки при #0 для локальной энергии решений 
нестационарных задач с начальными данными, имеющими ком- 
пактный носитель. В применении к нашей задаче получаем сле- 
дующий результат. Пусть 


Lw(t, x) = [969 


a 
= —4| w(t, x) =0, #>0, 
(16) 
w (0, x) =0, и (0, x) =f (2). 

Теорема 3. Пусть выполнено условие О и f(x) =0 при |x|> 
>a. Тогда существуют такие Ту, То, что решение задачи (16) при 
|x| <b, любых а, j и t>T\+jT2 имеет оценки В 

ai eee 
| oti р: | < С, pet oa ТА cay » 
где t-i-! можно заменить на ехр(—8#) с некоторым 6>0, если 
п нечетно (или на Е", если n>2). is зы 

Доказательство. Обозначим через R, оператор К», отве- 

чающий задаче (16) в случае 49(х) ==1. Очевидно, 


В, = Ret № (1 —9) Ry. 


А так как ||R,l|<C|Ink| при |Ё|->0, 2ЕЕС!, то из последнего pa- 
венства следует, что 


IRI<C|ink| +C,|k ша [Вы |#|- 0, REC. 
Значит, 
18 < С ПаЕр, [Ё|-=0, REC. (17) 
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Эта оценка вместе с законом сохранения энергии для решений 
задачи (16) и замечанием к теоремам 8, 9 гл. Х позволяет при- 


менить к оператору №», леммы 9—11 гл. Х. В частности, из лем- 


мы 9 следует, что оператор Ю» не имеет полюсов при Imk>O0, 
а из лемм 10, 11 и единственности решения задачи Коши для опе- 


ратора A+q(x)k? вытекает, что К» не имеет полюсов при вещест- 
венных #520. Поэтому теорема 3 является следствием теорем 4, 6 
гл. Х, оценки (17) и теорем вложения Соболева, позволяющих 
оценить максимум производных от функции W через норму функ- 
ции в пространствах Н®. 


$ 2. Доказательства теорем 1и2 


Рассмотрим нестационарную задачу, описывающую падение 
плоской волны: . 


ae —4| 269 =0, #>0, 


v(0, x) = ео, 0 (0, x) =e (— iky —Y') |rmo, 


где Y=x(%n—t+a), xSC(R'), x(t) =0 при т>—1, x(t) =1 при 
т<—2. Пусть феС®о(К"), ф(т) =0 при т<0 и т>1 и. интеграл 
от ф равен единице. Начальные данные в задаче (13) соответ- 
ствуют решению уравнения (13), определенному при всех {=А! 
и равному % (х, —Ё— а) 29 при Ё< 0. 

Теорема 4. Пусть выполнено условие О. Тогда 


v= p(k, дем + a, 
где при некоторых T’, Т”, любых М ua, |x|<b и T>T’+NT” 


[Def etod—Tal] < COW, A, 1, ee 


Доказательство. Положим = (xn—t-+-a) explik (%e—f) 
+o. Тогда =, где 


Lo, =}, 7 ©; (0, x) = в, (0, x) = 0; 
fy = [9 (8) fe и, 1+9 —1}, 
вы = Rg (x) — en. 
Так как f;=O при |x|>a и при t>2(a+1), то из теоремы 3 


и принципа Дюамеля следует, что при |x|<6, некоторых Ти, Т2 
и #> 1-Й 


gr 0: |< С, ре. 
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Ho тогда, интегрируя по частям, получаем для ay ое (19). 

Далее, если w — решение задачи (16) cf (x)=? м en, то 
t t 

@, = ett ( ш (т, x) edt =e-# lim j w(t, ета. (20) 

5 ы Ry>k+i0 5 

При Imk>0 функция и(®,, x) = { w(t, х) ет принадлежит 

0 
[2(Е") и является решением уравнения 


[A + 9 (2) Ai] u = [9 (x), 
Ho тогда из принципа предельного поглощения и (20) получаем 


© 
@, = et u(k, x) + е № lim j w(t, х) ее" ат = 
kirk-+i0 } 


NUT 6) : = (N+) 
wy? (t, x) и; (t, x) 
=e— Ми (к, x) + ) rn — em ( oe or a Nt? ет dr, 
s=0 


Теперь из теоремы 3 следует, что W@=wWe — u(k, x)exp(—ikt) обла- 
дает оценками (19). А так как при |x|<b, t>b+a+2 

| О 4 wy = ek у (k, х) +O +O, 

то это вместе с полученными выше оценками для ®; доказывает 
утверждение теоремы 4. № ` 

Замечания. 1. Так же, как и теорему 4, можно доказать 
аналогичное утверждение для внешних задач. 

2. Теорема 4 сводит отыскание асимптотики \ф(Ё,х) к решен- 
ной задаче об отыскании асимптотики решения в ограниченной 
области соотвётствующей нестационарной задачи (18). `Мы вос- 
пользуемся этим для доказательства теоремы 1. 

Доказательство теоремы 1. Напомним, как строится 
асимптотика решения задачи (18). 

Выпишем отвечающие задаче (18) уравнение Гамильтона- 
Якоби и систему Гамильтона: 


vu=e 


— G9) +1VSP=0 (9 -У,); Зо tm Зо TS, (21) 
пеар, = 2490), 2 =№9409, 2+ =0; bs 
= = = Ss oat 
x (0) =y, #(0) =0, p(0)=(0, ... , 0, 1), 4 (0) у. 


Через A*+! обозначим лагранжево многообразие, образован- 
ное фазовыми кривыми задачи (22), через 5$=5(х,^,р)е 
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еС®(Л"+!) — решение задачи (21): 
$(Ьх,^, р) = у», (23) 


где у определяет фазовую кривую системы (22), приходящую 
в точку (t,x,2,p)EA%!. Пусть Kans: С” (А"+)- C® (ВН) — 
канонический оператор, который строится по Л”Н точно так же, 
как выше строился Кл” по многообразию Л”. Тогда (см. гл. У 
или [78]) существуют такие gs=gs(t,x,4,P), gseCr(A*!), что 
разность между решением u(t, x) задачи (18) и функцией . 


UN (é, x) = Клим . (ik)~* gs| 


s=0 
при любых М, a, j, T<oo, |x| <b, t<T и k>1 имеет оценки: 
oe DE (0 — он) | <C(N, а, j, T) RN HHA, (24) 


Функции gs определяются из соответствующих уравнений пере- 
носа. 

Лемма 2. Сдвиг {-1-т, t>0, переводит решения системы 
(22) с х(0) =у, yn<—a в решения с х(0) =ур— (0,...,0,т), а про- 
ектирование (t,x,r,p)—>(x,p) переводит их в решения системы 
(3) с x(0)=y. При этом в соответствующих точках Л" и A” 
с у"<—а имеет место равенство $ (t,x, A, P) =S(x, p) —t и равны 
якобианы: 


Dts хо» Pp) | =|] Fhe D (хо, Pg) (25) 

— р, — ри,» 
Действительно, первое утверждение леммы проверяется не- 
посредственно. Далее, пусть Г — фазовая кривая задачи (22) 


с Yx<—Q, приходящая в точку (Ьх,^,р), и L—ee проекция 
в К", т. е. соответствующая бихарактеристика задачи (3). Тогда 
из (3) следует, что <р, 4х> =2|р|?45=249(х)4$ и, значит, 


S (x, P) = | (р, dx) =и+2[94&= 
L L 


НИ a 


Предпоследнее равенство следует непосредственно из (22), послед- 
нее — из (23) 

Докажем справедливость равенства (25). Нетрудно проверить 
непосредственно на основе (3), (22), что если изменить началь- 
ные данные, уменьшив yn на t>0, и вычислить решения в точке 
$=1/2, то при У„<—а решения изменятся следующим образом: 
хир не изменятся, а Ё увеличится на т, т. е. при у„<—а и $>0 
решения систем (3), (22) следующим образом зависят от аргу- 
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ментов Yn, $: хи р зависят только OT Yn+2s, а Ё есть сумма 2s 
и функции от Yyn+2s. Поэтому, если в матрице O(t, Xa, Ps) /9 (и, $) 
из предпоследнего столбца вычесть последний, умноженный на 1/2, 
и затем раскрыть определитель получившейся матрицы по эле- 
ментам предпоследнего столбца, то мы получим ‚равенство (25). 
„Лемма 2 доказана. № 


Оператор К пы мы пострсим так, чтобы на функция фе 
= CP (A"*), равных нулю вне Aft, иметь 


К ди [9] = eH К дп [$ (0], (26) 


где Л" < A"t!— многообразие, образованное фазовыми кривы- 
ми задачи (22) с у„< —а—с, ах(НеС®(А") — значение функ- 
ции ф при фиксированном ¢, перенесенное с помощью леммы 2 
с Aft на соответствующую часть Л” и продолженное нулем на 
все Л”. Для этого следующим образом выберем функции 6;, 8,, 
с помощью которых строится оператор К „п, аналогичные функ- 
WHAM ej, &; в формуле (9), по которым строился оператор Кл”» 
Пусть {= (и), f=C°(R'), (ут) =0 при у„> —a—1/3, f(Yn)=1 
при у„< —а— 2/3. Разбиение единицы Уё;==1 на A*+! построим 
следующим образом. Пусть {{;} — какое-то разбиение единицы на 
A"t1NA"tl, такое, что зирр{ однозначно проектируется на одну 
из координатных лагранжевых плоскостей. Тогда в качестве на- 
бора {} возьмем все функции {(1—f)fj} и функции {fe}, где 
{е;} — разбиение единицы на Л”, по которому строился оператор 
Кл", При этом в качестве локальных координат в карте, отве- 
чающей функции [е;, будем брать (&, xu,Pp), где (Xa, Ps) — коор- 
динаты лагранжевой плоскости, отвечающей карте ®;<Л”. Для 
тех же карт положим д;,—=2;. Из леммы 2 следует возможность 
указанного построения оператора К ann и справедливость равен- 
ства (26). 
Аналогично формуле (7) имеем 


N+2 
д? 2—5 
[4—9 S| Karn lo] = Клон [(У (ik)? 'B,) 9| зв 
= 
+ О (Е-М-+"Р). 
Уравнения переноса, из которых определяются функции gs= 
=g(t,x,4,p), имеют вид (9) с заменой В; на Bj, и в силу ра- 


венств (7), (9), (26) в точках Aj ТТ им удовлетворяют функции 
фз(х, р), которые были определены при построении 1рм (Ё, x). Так 
как функции J; удовлетворяют начальным условиям 


Bol—0 =% (Ya +4), #1550 =0, j >0, 
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и эти условия при у„> —а— 2 совпадают с начальными условия- 
ми для функций ф;, j>0, то &;=9; на А”. Из тех же начальных 
условий для функций д; и уравнений переноса следует, что &;=0, 
]>0, BHe-A;"+!. Таким образом, в силу (26) 


ow = K ants b> (вв, | = МК 5: (ie) gO]. 
s=0 


s=0 


В силу условия О при любом 6 и достаточно большом To=T (b) 
проекция Л” АН в ЮР не пересекается с полуцилиндром 
|x|<6+1, 2>То. Значит, если #>То, то 8;(И =; в точках A’, 
для которых |х|<6-+1. А так как Кл” [$] =O(k-") на любом 
компакте в К",, не пересекающемся с проекцией зиррф в К”», TO 
из последнего равенства следует, что при любом 7), |x|<b и 
То<#<Т, 


Ow (by 4) = apy (в, x) +0"). (27) 


Это вместе с теоремой 4 и оценкой (24) доказывает справедли- 
вость оценки (10). Равенство (11) является очевидным следст- 
вием (10). № 

Замечание. Из оценок (24), (27) и теоремы 1 следует, что 
при ‘некотором T=7(6,N+|a|+j) и любом Т!>Т функция о, 
определенная в теореме 4, имеет в области |х|<6, T<t<T, оценки 


Diy, «СМ ТЕ, k>1. 


Доказательство леммы 1. Первое утверждение леммы 
есть очевидное следствие теоремы о неявной функции. Таким об- 
разом, при любом 00, (0%) существует ровно по одной точке у” 
в каждой из окрестностей ®;, для которых луч системы (3) ухо- 
дит на бесконечность по направлению 0. Уменьшив, если это не- 
обходимо, г, можно добиться того, чтобы других лучей системы 
(3), уходящих на бесконечность по направлению 0, не было. Дей- 
ствительно, предположив противное, получаем последователь- 
ность точек у’=2’ (п), п=1,2,..., не принадлежащих ни одной из 
окрестностей w; и таких, что отвечающие им лучи системы (3) 
уходят на бесконечность по направлению 0=0,, причем On—>Oo 
при n—>oo. При |у’|>а лучами системы (3) являются прямые 
х=у’, и для них 0= (0,...,0,1). Так как это направление не 
может совпадать с Oo (по направлению Qo идет только конечное 
число лучей), то |г’(п) | <а при достаточно большом п. Но тогда 
{z’(n)} имеет предельную точку у’=й’, причем 9’ не совпадает 
HH с одним из У’у, так как точки 2’(п) лежат вне oj. В силу 
непрерывности 0(у’) луч системы (3) с у’=й” уходит на беско- 
нечность по направлению 89, что противоречит условиям леммы 

Для доказательства леммы 1 остается показать, что в некото- 
рой окрестности бесконечности лучи системы (3) с у’е®; не со- 
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$ 


SOARS. ай: 


how hie 


¥ 


держат каустических точек. Обозначим через J; величину (5): 
7 1 D(x) 
i 


2 | Diy’,s) 
где x имеет вид (12), а знак над якобианом указывает на TO, что 
в качестве координатной лагранжевой плоскости в данном случае 
берется К",. Пусть г=2р(у’)5. Тогда, очевидно, при sco 

5 1 р (2) 1 dz = 

В (1+0 (5—1)) = — 1+0 ($—1)). 

= |590 > Ga toe» 
А так как dz=(2s)""'dopd|z|—=2(2s)""'dopds, то из последнего 
равенства и (13) получаем, что при S—-co 


Fi =1(y') (29) (1+0(5—1)), y' Eo;, (29) 


откуда следует последнее утверждение леммы. № 

Доказательство теоремы 2. Пусть ф — решение зада- 
чи рассеяния, так что функция и=\р — ехр (х„) удовлетворяет 
условиям излучения на бесконечности и уравнению 


(A+k?)u=0, |х|>а. 


Пусть G=G(k, x) — удовлетворяющее условиям излучения на бес- 
конечности фундаментальное решение оператора Гельмгольца: 


i —2)/2 
G(k, 1) =—- =)" Haye (br), 


‚ у=о, (28) 


где Нав — функция` Ханкеля первого рода. Из формулы Грина. 
„для функций С (Е, х— 9) ии при |y|>R>a получаем 


u(y) = | и 45, (30) 
r=R 


где G=G(k,x—y), r=|x|, 4$ — элемент площади поверхности 
сферы г=К. Пусть у/|у|=0. При фиксированном x и ус 


G (hk, х— у) = ей <9.=> | учтем (1 + О (у), 


aG 
a x—y)= 


= —ikeB, (9, =) ев | yl esti (1 + Оу), 


rye 


Bs = Ba (kt) = (Eh (1) 


4x \ Qni 
Подставляя эти выражения в (30), получаем . 
; = _ди_ <. ik<O,x> 
f (0, ®) =В, SI m+ ik (0, = и] == dS. 
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Пусть h = (7), 
В+! 
пе Ce ([Ю, R +1), | В (г) 4 =1. 
R 
Тогда так как | (9, №) не зависит от А, TO 
7 (0, &) =B, { в (7) = +ik (0, =) и г#<9,>> 4х. (32) 
R<r= В+ 


Как уже отмечалось при доказательстве леммы 1, Oo (0, .. 
0,1). Значит, при достаточно малом '|0 — 05| фаза х„ — <0, x> 
не имеет стационарных точек, и интеграл (32), если в нем заме- 
нить функцию и на exp (ikXn), будет иметь порядок O(k-~) при 
k->-oo, Таким образом, полагая в (32) и=щф — ехр (х»), получаем 


= ob 1; <2 ik<8,x 
f (0, &) = Br non | и (8, =) ple <> dx + 
R<r<R+1 . 
+0"). 
Теперь из-теоремы | следует, что 
ню -ь [| во |7 
R<r<R+1 


+0(R Nt) R00, (33) 


+ ik (8, =) 4%» | е—#<9,х> ах + 


где функция фм имеет вид (8), функции Ms определяются из урав- 
нений переноса, а оператор A,” дается формулой (6). 

Таким образом, функция f(6,k) представляется в виде конеч- 
ной суммы интегралов вида 


С 4 . ШС, (x, )—<0,x>]-i = у 
ИИ ae | fis рде Г” 2 | dpp dx, 


a 
где О; — область в пространстве Rept, определяемая условиями: 


(х,р)е=®;, R<r<R+l, fj,seC%o(Qj), функция ikG;—imy;/2 сов- 
падает с фазовой функцией в интеграле (6); 0<s<N- 

До сих пор мы не накладывали никаких ограничений на выбор 
покрытия $Q;} многообразия Л”, лишь бы Q; однозначно проекти- 
ровалось на одну из координатных лагранжевых плоскостей. Сей- 
час мы выберем это покрытие специальным образом. Пусть Q;, 
1<]<т, — области на Л”, определяемые условиями y’Ga;, |x|> 
>, где @; и го определены в лемме 1. Пусть w’; — подобласть ву 
такая, что Po’;=Q./2(80). Покрытие {Q;} на A” выберем так, что- 
бы первые т областей были указанного вида, а остальные об- 
ласти ©; не пересекались ни с одной из областей &’,—{(х, р) © 
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EA*: y’Eo’;, |x|>ro+1}. Канонический оператор Ka" мы по- 
строим по этому специальному покрытию {Q;}, причем в качестве 
лагранжевой координатной плоскости (х„,рь) при j<m выберем 
R",. Возможность этого обеспечивается леммой 1. При этом KOH- 
станты yj, 1<j<m, в формуле (6) будут иметь вид, указанный 
в теореме 2. Величина Ю>а в формуле (33) была произвольной. 
Возьмем Ю> 7-1, N=n— 1. Тогда, очевидно, 


F, »=05,.S Sano d7'? | (=) + (в =) |x 


i=1 Q; 
ik [S; (X)}—<0,x>]-i = y 
x(+0(R Ye! 2 det 
м 20 (к, pp)—<0,x>} -t -^ 
+ YH arene Chie wae У app de + 
]>т] s=0 9; 


+0), (34) 
где е;=е;(х), е.=Со®(9;); J; дается формулой (28); функция 
S;=Sj(x) определена в теореме 1; p==p(x) таково, что (x, р) ЕЛ”; 
функция О(Е!'), стоящая под знаком интеграла, зависит от х 


и является многочленом от А-1; {;,5 (х, р») =0 при (x, =, уе; 
< т 

т. е. при /е | ®, |x|>rotl. А так как fj,s=Co”(Q;) и 7 

1<j<m 


>R>ro+1 в точках Q;, то при j>m 


Fis (х, Pp) =O при У’ <“. (35} 


Применим к интегралам (34) при ]>т метод стационарной 
фазы. Имеем (см. лемму 4 из гл. V): 


41$ — (xp (ха» Pp),Pp)] = (Ра, dX) —(жь, dpp), (x, р) = А". 
Значит, 
d[G; (x, pp) — (8, х)] = 
= (р, dx) + (xp —%p (Xa, Pp), dps) —(8, dx), Pa = Ра (ха» Pp)- 
Из леммы Ти (35) следует, что при 9ЕЯ (6%) на носителе 


`° функций [== (х, Ра), j>m, нет точек стационарной фазы. По» 
лучаем, что при 9Е./4 (Bo) 


т В 


26, &) = в, У, | | ео В (p +8, =) 1+0) х 


i=l В = 


211$ j(2)—<0,x>]-1 = 
e 


2"! от +O0(k-), (36) 
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где 4о — элемент площади сферы |х|==г. В интегралах по сфе- 
рам |х|=г перейдем к координатам у’. Для точек сферы [х|==г 
в силу (12) при г-=со имеем 


х=р(у)г +9, 7), 191+ 1#.91< С), (37) 
что вместе с (13) дает : 
=)" + 0(-9), 100, (38) 


где функция O(r-') зависит, конечно, от у’. Так как е=Со®(9,), 
то е;(х) =0 при у’Е®;. Таким образом, из (36), (29) и (38) по- 
лучаем 4 


т ВН 
(0, &) =шв, У) | AU) Pir, &, 9-е + OR), 
=: В . 
(39) 
р [аа +0(-) (+9, =) i + OE) 
ba? 
pes j{)-<8,x>]-i та 7; dy’, (4 0) 


где p=p(y’), a x дается формулой (37). Интегралы (40) вычис- 
лим с помощью метода стационарной фазы. Имеем: ‘ 


n 
9($1— (9, *)) _ _ _9 Xe 
— = Ye Ne) би, 
k=l 


‚ i<a, 


где x имеет вид (37). Таким образом, точка у’=у/’‹х (0), в KOTO- 
рой р=6, является точкой стационарной фазы, причем 
0(S;— (8, х)) es 


OY; 
= Я Ope (у’) М. ь . 
=r [x (Pe (y’) — 9,) д +. (у, A], i<n, (41) 
hy; i (8), r) =0; | De, hz (y's r) | < бе", r—>oe, (42) 


Обозначим через В матрицу с элементами 6;,s, 1<i,s<n—1: 


Ул) 


п 
“Ba ar) 
= OYs Oy; =) (8) 
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a Zan: cal 


Если Р={р::}— матрица размера (n—1) Xn с элементами 
pS ae 
oy; "=u (jy (8) 


то B=PP*. Допишем к матрице Р в качестве последней строчки 
вектор p(y’(j)(0)). Получающуюся квадратную матрицу обозна- 
чим через А. Так как |р|=1 при |x|>R, то при |х|>АЮ 


С другой стороны, если z=p(y’)s, то из соотношения 42= 
==5"—140р4$ и формулы (13) получаем 
[det A] = 5-я | 2 @_ | — gi-n_—@ _ — 4026 
Р(у’, $) dy’ ds dy’ ds 
Из последних двух равенств вытекает, что при 09, (00) матри- 
ца В положительно определена и det В=12; (9). Но тогда из (41), 
(42) следует, что при 9. (9%), достаточно большом г! и г>"! . 
9: (Sj— (6, x)) | 
Oy: диз 


= 1; (6). 


1) матрица Н = { 


Faas” ы 
У 9) (8) 


1<i,s<n—1, положительно определена и 
det H = 1 еЁ В + О ("—2) = "117 (0) + O(r2), 


2) существует такая не зависящая от г окрестность ©;(0) точ- 
ки Ул (0), в которой единственной точкой стационарной фазы 
в интеграле (40) является точка у’=у’‹л (0). 

При достаточно большом г2>г! и Г>г уже во всей окрестно- 
сти ®; единственной точкой стационарной фазы в интеграле (40) 
будет точка уу (0). Действительно, точки стационарной фазы для 
интеграла (40) можно определять из условия <У ($; — <0,x>), 
n>=0, |х|==г, где п-— единичный вектор нормали к сфере |х| = 
=r. Так как VS;(x)=p(y’) и в силу (37) п==р(у’)+О (г), то 
это условие можно переписать так: <р—0,р--О (г!) > =0. Да- 
лее, |р|=|0|=1 и р==0 при у’е5; только в точке ух (0). Зна- 
чит, функция <р—0,р> не обращается в нуль в @;\@;(6). 
А так как эта функция непрерывна, то, очевидно, (р — 8, р + 


+ 0 (Г) = 0 при и’Е о, 9, (6) иг достаточно большом. 
Окончательно получаем, что при 0=9.(6%) и достаточно боль- 
WOM, но фиксированном R асимптотика интегралов (40) опреде- 
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ляется невырожденной стационарной точкой y’=y"(j)(0). Так как 
при у’ =4(;)(0), 0 9,2 (0), x, р, определяемом из (37), и доста- 
точно большом г справедливы равенства 


её =1, (p +8, x/r) =2-+0(г—\), $; (х) — (8, x) = Е; (0), 
где F;(@) имеет вид (14), то при 9ЕО./2 (0%) 


РЕ ikF je (2p —n+ 
Pema (= Qn } 10/2 21 (6) (det Ну-е 7 т 


X (1+0(7—1)) (1 +0(")) = 


—1)/2 tkF ; (0)— i= ey +1) 
= (FE) army ee | Я 


х(1+0(—1)) 1+0”). 
Подставляя это равенство в (39) и учитывая формулу (31), 
получаем, что a достаточно малом e>0 и де. (00) 


iRF j (0)—i = 


iQ, 4) = | Mee 2 Th) (1+0(-))dr + 07, 


где ме oe г2) — любое и O(k-') зависит, вообще говоря, от К. 
Так как [(0,%) не зависит от R, то и главный член асимптотики 
‚ этой функции не должен зависеть от Ю. Поэтому в последнем ра- 
венстве можно в главном члене асимптотики перейти к пределу 
при Roo, оставив остаточный член отвечающим любому фикси- 
рованному значению > тах (то, г2). При этом получаем разло- 
жение (15). № 
Литературные указания и дополнения. Результаты этой главы 
были опубликованы автором в [35, 36]. Асимптотика при k—->0o 
функции Грина для уравнения (1) была получена ранее в [64]. 
Другие результаты и литературу по рассматриваемым вопросам 
можно найти в [95, 73, 80, 60, 78]. В работах {150, 152, 151, 159, 
173, 174] получена квазиклассическая асимптотика амплитуды 
рассеяния волн в однородной среде во внешности ограниченного 
тела. В [97] с помощью теоремы | получена асимптотика амплиту- 
ды рассеяния волн в неоднородной среде для окрестности каусти- 
ческих на бесконечности направлений. 
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